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lieber gewisse Flächen vierter Ordnung 

(Isogonalflächen). 

(Hierzu Tafel I.) 
(Von Herrn Lothar Heffter in Giessen.) 



Einleitung. 

Dind in einer Ebene zwei feste Punkte Pj, P2 gegeben, so ist der 
geometrische Ort derjenigen dritten Punkte P, deren Verbindungslinien mit 
Pi und P2 sich jedesmal unter dem gleichen Winkel q) schneiden, das 
System zweier Kreise durch Pj und P2. Man könnte dieses System der 
zwei Kreise, das eine ebene Curve vierter Ordnung bildet, deshalb die 
hogonalcurve der Punkte Pi und Po für den Winkel cp nennen. Je nachdem 

dabei der Winkel 9>$-ö^, entsprechen die beiden von P1P2 begrenzten 

grösseren oder kleineren Kreisbogenstticke dem Winkel cp selbst, die beiden 
anderen dagegen dem Supplementwinkel n—q), in dem Sinne, dass je nach der 
Lage von P auf den ersteren oder letzteren KreisbogenstUcken Z P^PP^ = y 
oder 71— cp ist. Beide Kreise fallen zusammen und die Kreisbogenstücke 

werden Halbkreise für (p = —- Der Kreis über P^P2 als Durchmesser — 

den man speciell Orthogonalcurve von PiP2 nennen könnte — theilt daher 

auch die Isogonal curve von P1P2 für irgend einen Winkel q> (^-0-) in die 

beiden Theile, welche bezw. diesem Winkel selbst und seinem Supplement 
entsprechen, indem, wenn (p spitz ist, der erstere Theil ausserhalb, der 
letztere innerhalb dieses Kreises liegt. 

Es liegt nahe, analoge Fragen für den Raum aufzustellen, die bisher 
abgesehen von einem Specialfall eine besondere Behandlung noch nicht 
erfahren zu haben scheinen. Eine solche dürfte aber aus doppeltem Grunde 
berechtigt sein; einmal, weil man trotz der grossen Einfachheit des Problems 
zu interessanten Flächenformen, namentlich zu Regelflächen vierter Ordnung, 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 1. 1 



2 Heffter, über gewisse Flächen vierter Ordnung (Isogonalflächen). 

geführt wird, und dann auch, weil eine praktische Anwendbarkeit der Unter- 
suchung keineswegs ausgeschlossen erscheint. 

Wir wollen den geometrischen Ort der Punkte P im Räume, deren 
Verbindungslinien mit zwei festen Punkten P^ und P2 sich stets unter dem 
gleichen Winkel (p schneiden, die Isogonalfläche der Punkte P^ und P2 für 
den Winkel (p nennen und mit J^(PiP^ bezeichnen. — Sind eine Gerade 
g und ein Punkt A ausserhalb derselben gegeben, so bestimmt jeder weitere 
Punkt P im Räume mit g eine Ebene (Pfl'), mit A eine Gerade (PA)\ den 
geometrischen Ort derjenigen Punkte P, für die der Winkel jener Ebene 
und dieser Geraden stets der gleiche, (p^ ist, nennen wir Isognalfläche der 
Geraden g und des Punktes A für den Winkel cpy J^(g,A). — Sind endlich 
zwei Gerade ^i, 92 im Räume gegeben, so bestimmen sie mit jedem Punkte 
P ausserhalb zwei Ebenen (giP) und (fl'2'*); den geometrischen Ort der- 
jenigen Punkte P, für welche sich diese Ebenen jedesmal unter dem gleichen 
Winkel q> schneiden, nennen wir die Isogonalfläche der beiden Geraden ^1, 
g2 für den Winkel cp {J^{3\g'^\ und falls insbesondere ^1, g2 sich schneiden, 
auch den Isogonalkegel der beiden Geraden für den Winkel q>. 

Die so definirten Flächen sollen auf den nachfolgenden Seiten so- 
wohl synthetisch, wie analytisch behandelt werden*). Für den Winkel (p 
darf dabei ohne Beschränkung der AUgemeingUltigkeit die Voraussetzung 

gemacht werden, dass ^^^-h-; denn, wenn die beiden Elemente (zwei 

Gerade, — Gerade und Ebene, — zwei Ebenen) sich unter dem Winkel q> 
schneiden, so schneiden sie sich ja auch unter dem Winkel n^-cp. 

§1. 

Isogonalfläche zweier Punkte. 

Da eine Isogonalfläche zweier Punkte P1P2 von jeder Ebene, die 
durch Pi P2 geht, in der zu demselben Winkel cp gehörigen Isogonalcurve ge- 
schnitten werden muss, so entsteht dieselbe einfach durch Rotation des durch 
die Punkte Pj, P2 und den Winkel q) bestimmten Kreises um die Sehne Pi P2. 
Aus dem in der Einleitung Gesagten folgt ohne Weiteres, welcher Theil 
dieser Rotationsfläche in dem dort definirten Sinn dem Winkel (p selbst, wel- 
cher dem Nebenwinkel n^cp entspricht. Die Trennung dieser beiden Theile 



*) Ueber Modelle und Apparate zur Herstellung von Modellen, die für die Isogonal- 
flächen angefertigt worden sind, wird an anderer Stelle berichtet werden. 
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geschieht hier durch die Kugel mit dem Durchmesser PiPx^ welche die 

n 
2" 



Isogonalfläche von Pi und Pj för 9> = -9- 7 — nian könnte sie Orthogonal^ 



fläche nennen, — darstellt 

In Bezug auf die Sehne Pi P^ der Isogonalfläche für irgend einen 
Winkel (p und die Tangenten in P^ oder P2 existirt ofl^enbar ein räumliches 
Analogen zum Sehnen-Tangentensatz der Planimetrie. 

Um die Gleichung der Fläche aufzustellen, seien 

bezw. die Coordinaten von P^ uud P2» 9 der Winkel der isogonalen Zu- 
ordnung. Stellt man dann die Gleichung des Kreises in der Ebene 

y^U = 

auf, der durch die beiden Punkte Pi P^ und den Winkel (p bestimmt ist, und 
eliminirt l aus diesen beiden Gleichungen, so ergiebt sich 

(A.) (a:HyH3^-p7 = ^(y'+O 

als Gleichung der Jf(Pi P»), die vom vierten Grade ist Wenn y = ^ , geht 

die Gleichnng in die der doppelt zählenden Kugel mit dem Durchmesser 
P,P, über 

(A'O (aj'+y^+a»-;,^ = 0, 

und, wenn ?> = 0, erfordert (A.) 

(A".) y*+a' = oder (ar* +»'+»' -p7 = »; 

d. h. die Fläche artet in die d;-Axe und in die unendlich ferne Ebene aus. 

§2. 

Isogonalfläche eines Punktes und einer Geraden. 

Synthetische Behandlung. 

Sind eine Gerade g und ein Punkt A gegeben, so erhält man den 
igeometrischen Ort der Punkte P, für welche der Winkel von (jgP) und {AP) ein 
gegebener, = cp, ist, indem man jede Ebene des Ebenenbüscbels g zum Schnitt 
bringt mit einem geraden Kreiskegel, dessen Spitze in A liegt, dessen Axe 
auf der betreffenden Ebene senkrecht steht und mit den Seitenlinien den Winkel 

-ö- — y bildet. Man kann sich daher von der Isogonalfläche eines Punktes 

und einer Geraden auch in folgender Weise eine Vorstellung bilden (s. Fig. 1., 

1* 
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bei der tp = 60" gewählt ist) : Die Ebene der Zeichnung gehe durch A und 
stehe senkrecht auf g im Punkte G; in dieser Ebene seien die Kreise /Ti, K2 
die Isogonalcurve der Punkte A und G für Z.q). Jede Gerade durch G 
schneidet die Kreise K^ und Äj ^^ zwei Punkten P^ und P2? die nur bei der 
Geraden GA in A zusammenfallen. Errichtet man über jeder der Strecken 
P1P2 als Durchmesser einen auf der Ebene der Zeichnung senkrecht stehenden 
Kreis, so bildet die Gesammtheit der so entstehenden Kreisperipherien die 
Isogonalfläche von A und 5^ für Z 9). Sie hat offenbar in A einen Singu- 
lar en Punkt und g als Doppelgerade, von der jedoch nur ein endliches Stück 
reell der Fläche angehört. 

Wird y = Y j so schrumpft die Fläche zu der Kreisperipherie K mit 

dem Durchmesser AG zusammen. Wird 9> = 0, so artet die Fläche in die 
Ebene (Ag) aus. 

Der Tangentialkegel , von A aus an die Fläche gelegt, besteht aus 
zwei Kreiskegeln, dessen einer als Axe eine Parallele durch A zu g, dessen 
zweiter als Axe eine Senkrechte zu g durch A in der Ebene der Zeichnung 
hat. Der Winkel der Seitenlinien mit der Axe ist beim ersteren cp, beim 

letzteren ^—(p- Die Berührungscurve des ersteren ist die von dem Kreis- 

cylinder mit dem Grundkreis K aus der Jg,(gy A) ausgeschnittene Curve. 
Der andere Kreiskegel berührt nur in A und schneidet noch eine analytisch 
zu bestimmende Curve aus der Fläche aus. Seine Seitenlinien sind die 
sämmtlichen Geraden durch A, welche die Ebene (gA) unter dem Winkel (p 
schneiden. In Bezug auf diese Tangenten an der Fläche in A und in Bezug 
auf die Ebene (gA) als „Sehne" gilt also wiederum ein räumliches Analogen 
zum Sehnen-Tangentensatz der Planimetrie. 

Eine Trennung der Fläche in zwei solche Theile, deren einer dem 
Winkel 9, deren anderer dem Winkel n—cp entspricht, ist auch hier in gewissem 
Sinne möglich. Bezeichnet man nämlich den Schnitt von g mit der Projection 
von (AP) auf (Pg) durch S, so ist der Winkel APS entweder = 9), oder = n''(p. 
Diejenigen Punkte P, bei denen das Erstere eintritt, spielen daher eine 
ähnliche Rolle wie die der beiden grösseren Kreisbogenstücke bei der Iso- 
gonalcurve in der Ebene und umgekehrt. Die Trennung der Fläche J^^A^g) 
in die beiden Theile erfolgt durch diejenigen Punkte P, bei denen die Pro- 
jection von (PA) auf (Pg) parallel g ist, d. h. durch die Curve, die aus der 
Fläche von dem Cylinder mit dem Grundkreis K ausgeschnitten wird. 
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Analytische Behandlung. 

Die Gerade g sei «-Axe (x = 0, y = 0); der Punkt A habe die Coor- 
dinaten x=^p, !f = 0, ä = 0. Eine Ebene durch g ist also 

(1.) x-ly = 0, 

eine Gerade durch A 

(2.) x—p = //Ä, y = vz. 

Jenen Ebenen sollen nun diejenigen dieser Geraden zugeordnet wer- 
den, die mit ihnen den Winkel (p bilden. Also muss zwischen X^ /ll, v die 
Gleichung bestehen 

oder 

(3.) Vi . ^I^ TTT^ rT = Siu^ 0?. 

Substituirt man hierin die aus (1.) und (2.) sich ergebenden Werthe von 
A, fiy V, so folgt als Gleichung der Isogonalfläche von A und g für Z y; 

Für a? = 0, jf = und für a: = p, y = 0, a = und nur für diese 
beiden Werthsysteme verschwinden links sowohl Zähler wie Nenner. Daher 
ist noch zu prüfen, ob dieser Punkt {A) und jene Gerade (jg) thatsächlich 
der Fläche angehören, bezw. inwieweit. Hierzu setzen wir nach (1.) wieder 



sm^' 



X 



sodass aas (B.) wird 



(4.) ^ -i = sinV 

(l+i')((^-p)'+^+»0 



Setzt man nan a; = 0, so folgt 



P' „:„2. 



und hieraus 

^, ^ p'-(»'4-p')8iiiV 

(»'+p')8in'y 

l wird also dann und nur dann reell, wenn 
(5.) »^ ^ p^cotg^y. 
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Nur dieses Stück der is-Axe oder von g gehört also reell der Fläche 
(B.) an. 

Um das Werthsystem x = p, jf = 0, » = zu prüfen, setzen wir 
nach (2.) 

X'—p = ^», y =:vi6 
und erhalten so 

woraus für « = folgt: 

, . , , . = sin^. 

Da rechts eine positive Zahl steht, die ^ 1 ist, so ist diese Gleichung stets 
durch reelle fi, v zu erfüllen; d. h. Punkt A gehört thatsächlich der Fläche 
(B.) an. 

Entfernt man in Gleichung (B.) den Nenner, so stellt die Gleichung 
vierten Grades 

(B'.) (^x^^gX^^-pfW^^'y^^-p'y" = 

dieselbe Fläche wie (B.) dar, der aber jetzt die ganze unendliche Gerade 
g doppelt angehört. Um also gerade die durch die geometrische Definition 
bestimmte Fläche analytisch dargestellt zu haben, muss man Gleichung (B.) 
beibehalten. 

Ist insbesondere 9> = ^ ? so kann (B'.) in die Gestalt 

(B".) ix^W-^vf^^X^'^}^) = 

gebracht werden und ist daher nur durch 

a: = 0, y = 
oder durch 

Ä = 0, x^-\-y^—xp = 

zu erflillen. Ist dagegen 9 = 0, so ist (B'.) nur durch j( = zu befriedigen. 
Beides stimmt mit den synthetisch gewonnenen Ergebnissen Uberein. 

Um den Tangentialkegel der Fläche (B'.) vom Punkt A {x = p, y = 0, 
i5 = 0) aus zu erhalten, bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (B'.) 
mit FQc, y, »), ihre partiellen Ableitungen nach x, y, z bezw. mit Fi(a:, y^ ä), 
Fz^Xy yy »), ^3(0:^ y, z) und finden dann die gesuchte Gleichung durch Elimi- 



Heffter, über gewiMse Flächen vierter Ordnung (hoganalflächen). 



nation der Httlfsgrösse / ans den beiden Gleichungen 



(6.) 



(7.) 



Entwickelt man 
lauten sie: 

(6'.) 

(7'.) 



wenn 



(8.) 



F(p + (x-p)i, yt, zt) = 0, 
(x-p)F,(p+(x-p)t, yt, it) 
+yFt(p+(x-p)t, yt, it) 

+iF,{p+(x-pX yt, »0 = 0. 

aber die linken Seiten dieser Gleichungen nach t, so 

Al*+ Bl'+ et' = 0, 
AAt^+SBt'+2Ct = 0, 



( A ~ [lix-py+y'][(x-py+y'+z,']Bm'q>, 

B = 2(x-p)p[(x-py-\-y'+z']iin'(p, 
[ C = p'[(x-py+y'+z']Bin'(p-pY. 



So findet man als Gleichung des Tangentialkegels: 

(9.) C'(F-4^C) = 0, 

C = liefert nach leichten Umformungen 

(10.) (ar-p)?+»* = y^cotgV, 

d. h. einen Ereiskegel mit der Spitze A, dessen Axe parallel der ^-Axe 

und dessen Seitenlinien mit dieser Axe den Winkel -^ — cp bilden. Um die 

Schnittlinie dieses Kegels mit der Isogonalfläche zu finden, combiniren wir 
die Gleichungen (B'.) und (10.) und erhalten 

(11.) (^+y')y' = pY) 

d. h. der Kegel und die Jg,(A, g) haben diejenige Curve gemein, welche 
aus der Isogonalfläche von dem Cylinder 

(12.) xH»^ = p\ 

dessen Grundkreis in der Figur 1 mit C bezeichnet ist, ausgeschnitten wird. 
Setzt man den anderen Factor auf der linken Seite von (9.) gleich 
Null, so ergiebt sich nach Weglassung constanter Factoren 

(13.) y^[(a:-p)Hff^+^1[(x-p)^+y^-3ng>] = 0. 

Ausser der (rjs-Ebene (y = 0), die ja in der That einen Theil des Tangen- 
tialkegels von A an die Fläche (B'.) ausmacht, und dem Punkte A erhalten 
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wir also hier den Kreiskegel 

(14.) i^-py+y' = ÄHg> 

mit der Spitze A, dessen Axe parallel der J5-Axe and mit den Seitenlinien 
den Winkel q> bildet. Verbindet man (14.) mit (B'.), so ergiebt sich 

(15.) (x'+y'^pxy = 0, 

d. h. jener Kegel berührt die Isogonalfläche in den Punkten der Carve, die 
aas der Fläche von dem Cylinder mit dem Grandkreise K aasgeschnitten wird. 

§3. 

Isogonalfläche zweier Geraden. 

Synthetische Behandlung. 
gi und g2 seien zwei beliebige Gerade im Räume, a ihr Winkel 

(^ -^) , 2p ihr kürzester Abstand, dessen Mitte, Ai auf gi und A2 auf 

^2 die Endpunkte des gemeinsamen Lothes 2p. Die Isogonalfläche der 
zwei Geraden gr^, g^ für den Winkel q) kann auch als das Erzeugniss der 
zwei Ebenenbüschel gr^, g2 definirt werden, wenn diese in solche Beziehung 
gesetzt werden, dass jeder Ebene des einen diejenigen Ebenen des andern 
entsprechen, welche mit jener den Winkel cp bilden. Betrachtet man nun eine 
beliebige Ebene e^ durch g^^ so bilden sämmtliche Gerade durch Aij die 
«1 unter dem Winkel (p schneiden, einen Kreiskegel mit der Spitze -^2? und 
sämmtliche Ebenen durch ^27 die e^ unter demselben Winkel (p schneiden, sind 
daher die Tangentialebenen jenes Kegels. Unter den Ebenen des Büschels 
g2 entsprechen also diejenigen der Ebene «1, welche zugleich Tangential- 
ebenen an jenem Kegel sind, d. h. zwei, eine oder gar keine Ebene, je 
nachdem g2 ausserhalb, auf oder innerhalb der Kegelfläche liegt. Da nun 
der Grundkreis dieser Kegelfläche in der Ebene Ci offenbar der Schnitt von 
«1 mit der J^(gi^ A2) ist (s. § 2), so sind die Schnittlinien der Ebene «i mit 
ihren entsprechenden Ebenen im Büschel grj, die (0, 1 oder 2) Tangenten, 
die von dem Schnittpunkte der Ebene ^i mit der Geraden g2 an den Kreis 
zu legen sind, welchen e^ aus der J^{g^A'^ ausschneidet. 

Denkt man diese Tangenten nun in jeder Ebene des Büschels g^ 
construirt, so erhält man offenbar alle Erzeugenden der Isogonalfläche von 
gi und g2. Andererseits hätte man ebenso gut die J^{g2A^ benutzen können; 
also hätte man dabei dieselbe Schaar von Geraden erhalten. Somit können 
wir das Ergebniss der bisherigen Betrachtung dahin zusammenfassen: 
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Die Isogonalfläche der zwei Geraden g^^ ^2 /^^ ^ <f' besteht aus sämmt-^ 
liehen Tangentenpaaren, die von ^2 ^^ die aus J^ (g^ A2) von dem Ebenenbüschel gi 

— oder tr. d. t.^ die von g^ an die aus «/^(92^i) von dem Ebenenbüschel g2 

— ausgeschnittenen Kreise gelegt werden können. 

Da jeder Ebene des Büschels g^ im allgemeinen and höchstens zwei 
Ebenen des Büschels ^2 entsprechen nnd umgekehrt, ist die Fläche eine Regel- 
fläche vierte Ordnung. Auf den beiden Geraden g^ und ^2 entstehen natür- 
lich gleichzeitig zwei in entsprechender Weise auf einander bezogene Punkt- 
reihen, sodass die J^pigig^) auch als Erzeugniss der Verbindungsstrahlen 
entsprechender Punkte dieser Punktreihen angesehen werden kann. 

Um von den verschiedenen möglichen Formen der Fläche ein Bild zu 
gewinnen*), halten wir die Vorstellung fest, dass zur Construction der 
Fläche die J^{g^A^ benutzt wird. Die Gestalt der Fläche ist wesentlich 
verschiedener Art, je nachdem 



a = (jp, 



1) a<C(p. Die Gerade 5^2 hat dann mit der J^ijjiA'^ nur Punkt -^2 
gemein, ohne dort Tangente zu sein. Daher kann man von jedem Punkte 
von g2 zwei Tangenten an den betreffenden Kreis legen. Davon, dass dies 
auch von Punkt A2 gilt, wo der Kreis unendlich klein geworden ist, überzeugt 
man sich am besten, indem man umgekehrt Punkt Ai betrachtet, der ja die 
gleiche Rolle spielt, und von ihm aus die Tangenten an alle Kreise legt, 
welche von dem Ebenenbüschel g^ aus der •/Jp(grj^2) ausgeschnitten werden. 
Man sieht dann, dass zwei verschiedene dieser Tangenten die ^2 schneiden 
müssen. Jeder Ebene des einen Büschels, bezw. jedem Punkte der einen 
Punktreihe entsprechen also in diesem Falle zwei verschiedene Ebenen, bezw. 
Punkte in dem anderen Gebilde. 

Gehen wir nun von dem unendlich fernen Punkte auf ^2 a>us und be- 
trachten zunächst nur die eine der beiden Erzeugenden, die durch diesen 
Punkt gehen, d. h. die eine der beiden Tangenten an J^{g^A^^ welche g^ schnei- 
den und zu g2 parallel sind. Lassen wir dann einen Punkt die ganze Gerade g2 
einmal durchwandern, indem wir immer nur diejenige der beiden Erzeugenden 
construiren, welche sich an die im vorhergehenden Punkte gezogene stetig 
anschliesst, so kehren wir mit der Erzeugenden schliesslich in die Anfangs- 



*) Vergl. hierzu Rohn, die verschiedenen Arten der Regelflächen IV. Ordnung. 
Math. Ann. 28. (1887) S. 284 tf. 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 1. 2 
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läge zurück. Wir haben also auf diese Weise eine in sich abgeschlossene 
Schaar von Erzengenden oder einen Mantel der Fläche erhalten and finden 
einen ebenso gestalteten zweiten, wenn wir nun von der anderen Erzeugenden, 
welche parallel g2 ist, ausgehen. Die Fläche besieht also in diesem Falle*) 
aus zwei in sich geschlossenen Mänteln^ welche sich gegenseitig in den Gera- 
den gi, ^2 durchsetzen. Diese Geraden gehören in ihrer ganzen Ausdehnung 
reell als Doppelgeraden der Fläche an. Die beiden EbenenbUschel, bezw. Punkt- 
reihen g^j g^ haben keine ausgezeichneten Elemente (bei den Punktreihen „pinch- 
points'^ genannt)**)^ denen im anderen Gebilde nur ein Element entspricht, 

Ist insbesondere ^ = -^, schrumpft also die J^{g^A^ auf eine Kreis- 
peripherie zusammen, so fällt jedes der Paare von Erzeugenden der Jfp(gig2) 
in eine einzige Erzeugende, die beiden Schaaren in eine einzige Schaar, nämlich 
in die eine Schaar der Erzeugenden eines orthogonalen Hyperboloids***) zu- 
sammen. Die naheliegende Frage, welche Bedeutung die andere Regelschaar 
des Hyperboloids hat, beantwortet sich leicht dahin, dass sie den Grenz- 
fall der Isogonalfläche J^ig'igi) für <P=y ^^^^^^^^^i wenn g[^ g2 bezw. die 

Parallelen durch Ai und A2 zu ^2 und gi sind. 

Ist a = 0, d. h. sind g^ und g2 parallel, so geht die Fläche J^igigi) 
in das System der zwei Kreiscylinder über, die sich in g^ und g2 schneiden 
und, senkrecht zu diesen Geraden geschnitten, die ebene Isogonalcurve für 
Z. (p ergeben. 

2) a > 9?. Die Gerade g2 schneidet in diesem Fall die J^ (g^ A2) in 
A2 und zwei anderen Punkten, D21, ^22? die gleich weit nach beiden Seiten 
von A2 entfernt liegen. Dann kann man offenbar von allen Punkten auf 
jfj zwischen D21 und D22 gar keine Tangente an die Kreise legen, die der 
Ebenenbüschel flfi aus der J^^jg^A^ ausschneidet, von D21 und D22 je eine 
solche, von allen andern Punkten wieder je zwei. Bezeichnen wir mit 
Dil, -Ö12 die entsprechenden Punkte auf g^^ so gehören also jetzt von g^ und 
g2 nur die unendlich grossen Strecken Du D12 und D21 D22 der Fläche reell 
an und zwar als Doppelgeraden. 



*) Vgl. Rohn, a. ^. 0. S. 292. 10. Zweites Modell der zugehörigen Modellserie. 
**) Vgl. Rohn, a. a. 0. S. 291. 

***) Vgl. hierüber z. B. Schröter, Theorie der Oberflächen II. Ordnung u. s. w. (1880) 
§ 25 und insbes. die S. 184 angegebene Litteratur. 
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Verfolgt man wieder die einzelnen Erzeugenden, indem man zuerst 
den unendlich fernen Punkt auf 92 nnd die eine der beiden zugehörigen 
Erzeugenden betrachtet, dann einen Punkt auf ^2 vom Unendlichen bis D21 
gleiten lässt und von D21 ins Unendliche zurück, so beschreibt die Erzeu- 
gende einen Theil der Fläche, kehrt aber nicht in die Anfangslage zurück, 
sondern nimmt schliesslich die zu dieser parallele Stellung an. Wandert 
der Punkt auf g2 dann weiter vom Unendlichen nach D22 und zurück, so 
gelangt die Erzeugende erst in ihre Ausgangslage. Die Fläche besteht daher 
jetzt aus einem einzigen Mantel, der sich längs g^ und ^2 selbst durchsetzt. 

Von diesen beiden Doppelgeraden g^ und ^2 gehören aber die endlichen 
Strecken D^^Dyi und D^D'^ der Fläche nicht reell an. Die beiden Punktreihen 
g^ ^2 haben in D^, D12 tsnd D21', Dn pinch-points. (Entsprechend bei den 
Ebenenbüscheln) *). 

Ist 9 = 0, so rücken die vier Punkte D ins Unendliche. Die Fläche 
reducirt sich auf die unendlich ferne Gerade, welche die unendlich fernen 
Punkte von gi und g2 verbindet. Dann sind ja in der That die Ebenen 
durch gi parallel zu ^2 und durch ^2 parallel zu gi die einzigen aus den 
beiden Ebenenbüscheln gr^, grj? welche den Winkel y = bilden. 

Ist a = -^, so entspricht den Punkten D^^ Dy^ auf g^ der unendlich 

ferne Punkt auf g2 und den Punkten 7)21, D22 auf g2 der unendlich ferne 
Punkt auf gi. Während also der Schnittpunkt der wandernden Erzeugenden 
mit 9i das Stück von 00 bis Dn durchläuft, durchläuft gleichzeitig der 
Schnittpunkt mit g2 das Stück von D21 bis 00 (oder von D22 bis oc), u. s. w. 

3) CL = (p, der Grenzfall zwischen 1) und 2). 

g2 trifft in diesem Falle die Fläche J^^g^A^ wieder nur in -^2? ist 
aber hier Tangente an der Fläche. Von jedem Punkt von g2 sind zwei 
Tangenten an den Kreis zu legen, den die betreffende Ebene des Büschels 
jfi aus der J^{gyA'^ ausschneidet; von A2 jedoch nur eine; diese ist die Ver- 
bindungslinie mit Ax und ist Doppel-Er zeugende. Denn der Ebene (^1^2) 
von g^ entspricht nur die eine Ebene {32 A^ von gr^ und umgekehrt. 

Lässt man wieder eine Erzeugende die ganze Fläche Jq,{g\g^ be- 
schreiben, so zeigt sich dass diese aus einem einzigen Mantel besteht, der 
sich aber ausser in deu Doppelgeraden ^1, 92 noch in der DoppeUErzeugenden 
A^A-, selbst durchsetzt — oder wie man dafür auch sagen kann — die 



*) Vgl. Rohn, a. a. 0. S. 292. 11.) 
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Fläche besteht aus zwei Mänteln^ die in der Doppel-Er zeugenden zusammen-- 
slosseuy — jenachdem man die Fläche als Grenzfall von 2) oder von 1) 
betrachten will. Die Doppelgeraden ^i, gz gehören also wieder in ihrer ganzen 
Ausdehnung reell der Fläche an; die Ebenenbüschel, bezw. Punktreihen g^^ ^2 
haben nur je ein ausgezeichnetes Element*^. 

Ist insbesondere a = y = 0, so degenerirt die Fläche in die Ebene 

{9x9^* Ist ^ = y = -0-^ so besteht die Fläche aus den zwei Ebenen (jjiA^ 

und (5^2 i4,). 

Construirt man nun bei der Isogonalfläche J^^giga) für einen beliebigen 

Winkel (p (< -s-) gleichzeitig wieder die Orthogonalfläche, d. h. das orthogonale 

Hyperboloid, so kann dieses ausser den Geraden ^1, ^2 keinen Punkt mit 

jener Fläche gemein haben. Betrachtet man dann von beiden Flächen nur 

den durch gi und g2 „endlich" begrenzten Theil, d. h. von jeder Erzeugenden 

der Jtp{g\g^ und des Jn(9i92) nur das endliche Stück zwischen den Schnitt- 

"2" 
punkten mit gi und g2 — bei den Erzeugenden, die zu gi oder g2 parallel 

sind, ergiebt die Stetigkeit, welches der beiden unendlich langen Stücke 
zu wählen ist, — so muss dieses Flächenstück bei der J^pigig^ aus zwei 
Theilen bestehen, deren einer ausserhalb, deren anderer innerhalb des Hyper- 
boloids verläuft. Denn, wenn man von irgend einem Punkte von g2 die 
beiden Erzeugenden der J^p^gig^ und die Erzeugende des Hyperboloids con- 
struirt, so theilt die letztere den Winkel der beiden ersteren. Diese beiden 
Theile der Isogonalfläche entsprechen nun wieder in gewissem Sinne bezw. 
dem Winkel (p selbst und seinem Supplement. Errichtet man nämlich auf einer 
Erzeugenden g der J^^g^g'^ in einem Punkte P zwischen g^ und g^ die Lothe 
in den Ebenen {gg^ und {gg'^^, welche die Geraden g^ und g^ in S, und S2 
schneiden mögen, so ist Winkel S^FSj = (p oder n—tp, je nachdem die Er- 
zeugende g dem einen oder anderen Theil von J^{gxg<^ angehört. Die 
Trennung der J^{g\g^ durch das Hyperboloid in diese zwei Theile, besteht 
natürlich nicht nur für jenes endlich begrenzte Stück, sondern für die Fläche 
in ihrer ganzen Ausdehnung. Ist aber P ein Punkt auf g ausserhalb der 
durch die Schnitte mit g^ und g^. bestimmten Strecke, so ist der Winkel S1PS2 
das Supplement des Winkels, den man bei einem Punkt innerhalb jener 
Strecke erhält. 



*) Vgl. Rolui, a. a. 0. S. 293. 13.) 
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Analytische Behandlung. 
Die Gleichungen von gi und ^2 seien bezw. 
(16.) a:-p = 0, y-oa = 0, 

(17.) x+p = 0, y+oa = 0, 

wo also a = tg -|- und der Coordinatenanfangspunkt ist. Damit die Ebenen- 

bttschel 

(18.) x-p+XCy-az) = 0, 

(19.) x+p+/z(y+M) = 

isogonal auf einander bezogen werden für den Winkel (p, müssen l und fi 
durch die Relation verbunden sein 

1+Xu—a^lu 

n+(l+a')r]/l+(l + a«)^' ^' 

oder, wenn quadriit und zur Abkürzung 

(20.) cosy = C 

gesetzt wird, 

<.^A-; [n.(i + aOi'][l+(l+a>«] -^• 

Entfernt man bei dieser Relation den Nenner und bringt alles auf eine 
Seite, so hat man eine sowohl in l wie in fi quadratische Function, die — 
wie die Aufstellung und Untersuchung der Determinante dieser Function 
als Function der drei Variablen A, fi, Ifi zeigt — dann und nur dann in 
zwei bilineare Factoren zerfällt, wenn entweder C = oder o = ist. 

Nur in den Fällen (p =" -^ und a = also ist die Beziehung zwischen den 

Ebenenbüscheln g^ und g^ projectivisch. 

Die Beziehung (21.) zwischen l und fi ist femer symmetrisch. Jedem 
Elemente des einen Werthgebietes , X oder fi, entsprechen im allgemeinen 
zwei reelle oder imaginäre Elemente des anderen. Diejenigen Elemente, 
denen nur ein Element im anderen Gebiet entspricht, sind ausgezeichnete. 
Man braucht dieselben nur für das eine Grebiet aufzusuchen, da sie alsdann 
wegen jener Symmetrie auch für das andere bekannt sind. Die Durch- 
führung dieser Rechnung*) ergiebt: 



*) Vgl. hierzu Rohn, a. a. 0. S. 288. 
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Je nachdem 

l~a' 



C^ 



1 + a' ' 
d, h. 



cosy = cos«, 
d. h. 

existiren in jedem der beiden Gebiete vier imctginäre — oder zwei zusammen- 
fallende reelle und zwei imaginäre — oder zwei verschiedene reelle und zwei 
imaginäre ausgezeichnete Elemente. Dies stimmt mit den Ergebnissen der 
synthetischen Behandlung ttberein. 

Die Gleichung der Isogonalfläche «/^ (5^15^2) selbst findet man nun, in- 
dem man in (21.) fllr k und fi die sich aus (18.) und (19.) ergebenden 
Werthe einsetzt, 

/pN [(y-ag)(y+gg)+(l-a')(^'-p')]' _. ^2 

^ ^^ [(y-a;5)'+(l + a')(x-.p)'][(y+aÄ)'+(l + a')(x+p)T 

oder, wenn man den Nenner entfernt, wodurch man eventuell erst bewirkt, 
dass der Fläche die Geraden gr^, g^ in ihrer ganzen Ausdehnung als Doppel- 
geraden reell angehören, 

( [(y-a«)(y+o»)+(l-a')(a:^-fOr 

\ -C'[(y-azy+(iHdXx-py][liy+azy+(l+a'Xx+pf] = 0. 



(C.) 



Diese Fläche vierter Ordnung reducirt sich für y = -s- , d. h. C = 0, auf 

das doppelt zählende orthogonale Hyperboloid 

(22.) (y-azXy + az)+(l-a'Xx'-p') = 0, 

für a = 0, d. h. = auf 

(23.) ljy-+a:'-pJ-C-lj,-'+(a:-py][f+(^.+py] = 0, 

d. h. auf das System der beiden Kr eiscy linder, die von der xy-Ehene in der 
Isogonalcurve von Ai^ A2 ^r Z.(p geschnitten werden. 

Verbindet man die Gleichungen von gi und g2 mit (C), so verschwindet 
auf der linken Seite der letzteren wieder sowohl Zähler wie Nenner. Um 
daher zu prüfen, ob, bezw. inwieweit z. B. die Gerade g^ der Fläche reell 
angehört, setzen wir in (C.) 

y^az = ~y(ir-p), 
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worauf der Factor x—p fortfällt, und dann erst y = oä, a? = /i. Es resultirt 
eine Oleichung zwischen X und ai, die für X dann und nur dann reelle Werthe 
liefert, wenn 



(24.) i' ^ p 



2 COS qp — COS a 
sm^.sin 



2 

Ist die Grösse rechts < 0, d. h. y > a, so erhält also X für jeden Werth 
von Ä reelle verschiedene Werthe. Ist y = a, so gilt das Gleiche; nur 
für Ä = fallen beide Werthe von X zusammen: ä = ist dann ein aus- 
gezeichneter Punkt auf gi und gfj- Ist endlich y < «, so giebt (24.) eine 
wirkliche Bedingung für ä, damit X reell wird, wobei die Grenzwerthe von z 

» = ± — • V cos^y — cos^a 

siny sin^ 

wieder zwei ausgezeichnete Punkte auf jeder der Geraden g^, g2 liefern. 

In dem Falle a = (p fanden wir auf synthetischem Wege, dass die 
Gerade A1A2 Doppelerzeugende sei. In der That sieht man, dass Gleichung 
(C), wenn 

ist, durch die Gleichungen der a?-Axe, y = 0, ä = 0, doppelt befriedigt wird. 
Jeder ebene Schnitt durch die Fläche (C) liefert eine Curve vierter 
Ordnung, deren Gleichung insbesondere in der xy-Ebene (z = 0) lautet : 

Man kann daher die Isogonalfläche J^piaig^) auch dadurch erzeugen, dass 
eine Gerade beständig an dieser Curve und an den beiden Geraden g^^ g2 
entlang gleitet. Dies gestaltet sich besonders einfach für den Fall « = y, 
da alsdann die Gleichung (25.) nach leichten Umformungen in 

(26.) ^1-^1-^^^ + ^-ll = ö 

übergeht. Die Curve vierter Ordnung zerfällt also in die a?-Axe als Doppel- 
gerade und in eine Ellipse^ auf deren grosser Axe (der a?-Axe) die beiden 
Punkte Ai^ A2 liegen (jedoch nicht in den Scheiteln). Da die x-Axe Doppel- 
erzeugende der J^(gig2) flir a = y ist, muss überhaupt jeder durch dieselbe 
gelegte ebene Schnitt ausser ihr in einem Kegelschnitt bestehen. Dieser ist 
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eine Eüipse, wenn die Schnittebene, wie die xy-Ebene, den stampfen Winkel 
von gi und ^2 theilt, eine Hyperbel, wenn sie den mit a bezeichneten spitzen 
Winkel theilt, in den beiden Orenzlagen, wo die Ebene durch g^ bezw. g2 

geht, eben diese Doppelgerade. Ist aber a = y = ^ , wobei die Fläche aus 

den beiden Doppelebenen 

besteht, so degenerirt jener Schnitt in die x-Axe allein als vierfach zählende 
Schnittlinie der beiden Doppelebenen. 

Die Gleichungen der beiden Geraden g[^ grj, welche bezw. durch A^ 
und Az gehen und zu gz^ g^ parallel sind, erhält man aus (16.) und (17.) 
durch Vertauschung von p mit —p. Ebenso erhält man daher aus (C.) 
die Gleichung der J^(g[g2)' Da aber der Zähler der linken Seite von (C.) 
in +p und —p symmetrisch ist, gehen für C = beide Isogonalflächen in 
dasselbe Hyperboloid über, d. h. 

2 2 

§4. 

Isogonalkegel. 

Legt man bei der Jfp(jgig2) durch den Mittelpunkt des kürzesten 
Abstandes A1A2 der zwei Geraden ^1^27 — den man als Mittelpunkt der 
Fläche bezeichnen kann, — Parallele zu allen Erzeugenden, so erhält man 
einen Kegel vierter Ordnung, den Asymptotenkegel der J^(gig2)' Da g\j gi 
bezw. parallel zu g^^ g^ sind, besitzen die beiden Flächen 

^9(9192) und J^iglgd 

denselben AsymptotenkegeL 

Der Asymptotenkegel von J^{gig^ ist aber zugleich die Isogonalfläche 
der zwei Geraden, welche durch gehen und bezw. zu g^ und g2 parallel 
sind. Wir wollen diese mit h^^hz bezeichnen und ihre Isogonalfläche 

•/^(AiÄ?) 
auch ihren Isogonalkegel für Winkel ip nennen. Derselbe besteht nach der 
Erörterung über die drei Fälle der J^ijgig^ im vorigen Paragraphen aus 
einem oder aus zwei Mänteln, je nachdem 9?$«, während bei (p = a die 
beiden Mäntel in der Geraden zusammenstossen, die auf h^ und hz in deren 
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Schnittpunkt senkrecht steht. Für den Isogonalkegel gilt abermals ein 
räamliches Analogen zum Sehnen-Tangentensatz, wenn man als „Sehne^^ 
die Ebene (ßihi) nimmt. 

Für y = -ö" S^^^ ^^r Isogonalkegel in den orthogonalen Kegel*) der 

Geraden Aj, ä^ über. Mit Hülfe des letzteren können wir den J^{hilh) wieder 
in zwei Theile theilen, deren einer dem Winkel (p selbst, deren anderer 
dem Supplemente entspricht. Wir wollen dazu den Winkel zweier Ebenen 
durch hy bezw. Ä2 in der Weise eindeutig bestimmen, dass wir, wenn die 
Lothe in einem Punkte P der Durchschnittskante in den Ebenen (Pä,) und 
(PA2) die Geraden h^ und 7*2 bezw. in S^ und S2 schneiden, speciell Winkel 
S1FS2 als den Winkel der zwei Ebenen (PA,) und (PA2) betrachten. Der 
orthogonale Kegel theilt dann den ganzen Raum in zwei Theile; ist nämlich 
P ein Punkt auf demselben, so ist der Winkel der Ebenen (PÄi) und 

(PA2)= y; Wegt P nicht auf dem Kegel, so ist dieser Winkel ^Y' J® 

nachdem P im Innern oder im Aeussern des orthogonalen Kegels liegt, wobei 
als „Inneres" des orthogonalen Kegels derjenige Raum bezeichnet wird, in 
welchem der Winkel (A1A2) spitz ist. Daher muss der Isogonalkegel J^(Jiylh) 

für einen beliebigen Winkel q) (<-f^) 10 zwei Theile 

j;(Ä,A2) und •/;_^(Ä,Ä2) 

zerfallen, deren einer dem Winkel ip selbst, deren anderer dem Supplement- 
winkel 71— y entspricht, und deren ersterer ganz ausserhalb, deren letzterer 
ganz innerhalb des orthogonalen Kegels liegt, während die Geraden Ai, A 
allen drei Kegeln 

JAhih^ «/^CÄiAa), •/^-yCAiAa) 
2 

gemeinsam sind. 

Da nun J'^ih^lh) der Ort aller Punkte P ist, für die der Winkel von 
(PA,) und (PA2) = (p ist , so muss auch dieser Kegel wie der orthogonale 
den Raum in zwei Theile theilen, die bezw. alle Punkte enthalten, für 
welche jener Winkel ^(p ist, und die wir in Uebereinstimmung mit der 
Festsetzung beim orthogonalen Kegel als Inneres und Äeusseres von J^^ihilh) 
zu bezeichnen haben. Entsprechendes gilt für J'jt^tp{Kh-^, — Diese Be- 



*) Vgl: Schröter, Theorie d. Oberfl. II. Ordnung u. s. w. § 12. S. 67 ff. 
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trachtungen sind ftir eine spätere Anwendung von Wichtigkeit und dienen 
zugleich dazu, die Vorstellung der Gestalt des Isogonalkegels zu erleichtem. 
Um den Isogonalkegel zweier Geraden ^i, A2 zu erhalten, kann man 
— statt wie hier von J^(jgig2) auszugehen — natürlich auch direct 
so verfahren, dass man die Isogonalfläche für h^ und einen Punkt A2 auf 
A2 herstellt und dann von dem Schnittpunkte (hihi) Alle Tangenten an die 
Kreise construirt, welche der Ebenenbtischel Ai aus der J^(h^A^ ausschneidet 
Dabei gewinnt man abermals eine Vorstellung von den drei verschiedenen 

Formen des Isogonalkegels je nachdem « = y. 

Die Gleichung des Asymptotenkegels der J^{gxg^ oder des Isogonal- 
kegels der Geraden Ai, Aj ergiebt sich aus (C), indem nur /i = gesetzt wird, 



.21« 



(r>.\ [(y ~-ag)(y + flg)-f (1 - a')a?']^ _ ^2 

Der Isogonalkegel ist also symmetrisch in Bezug auf jede der drei Axen- 
ebenen, da sich die Gleichung (D.) bei keiner der Vertausch ungen (+x, —a?), 

(+», -y), (+«,-«) ändert. 

Um von den drei verschiedenen Formen des Isogonalkegels auf 
Grund der analytischen Darstellung eine anschauliche Vorstellung zu er- 
halten, schneiden wir den Kegel (D.) durch eine Ebene senkrecht zur 
Ä-Axe, etwa 

1 

a ' 

und discutiren die ebene Schnittcurve vierter Ordnung 

(27.) [y^-l+(l-a^)a:7-C^[(j,-iy+(l+aOa:^[(y + iy+(l+a^)^^^ = 
oder, nach Potenzen von x geordnet, 

+ (1-C0(»^~1)^ = 

in jedem der drei Fälle für specielle Werthe von (p und a. 
1) a<i(p. 

(/) = -^, C=^; a = 2arctang-^, a = -7T- 
Es folgt aus (27'.) 

(28.) x' = :z^^^. + ^ ,yzi7p:^5. 



(27-.) { 
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Die Carve verläuft reell zwischen den Abscissenwerthen 



= ±/^^=^ 



y- -' 2 

in zwei geschlossenen Theilen, die allenthalben endlich sich in den Punkten 

y = + 1, a? = (den Schnittpunkten der Ebene a = — mit den Geraden Ai, /h)* 

gegenseitig schneiden. Die Curve gehört dem in Figur 2. gegebenen Typus 
an und wird durch die punktirte Ellipse (den Durchschnitt der Ebene der 
Zeichnung mit dem orthogonalen Kegel) in- einen äusseren, dem Winkel 60" 
und einen inneren, dem Winkel 120" entsprechenden Theil zerlegt. 

2) a = q). 

n ^ 1 n 1 



3 ' 2 ' 3 ' ^ |/3 

Nach (27'.) wird in diesem Falle der eine der zwei Werthe von o^ stets 
unendlich gross; der andere ergiebt 

(29.) X = -A.-!!;^. 

Die Curve verläuft reell zwischen y =^ +}f3 und besteht aus zwei Zweigen, 
welche sich in y = + 1, x = gegenseitig schneiden und für die Abscissen- 

werthe y = ±}^S ins Unendliche verlaufen, indem die Tangente in diesen 
Punkten parallel der a?-Axe wird. (S. Figur 3.) 

3) a>y. 

n ^ 1 n ^ 



(30.) x^ = -J^p + >y-y^+l. 

Einer der zwei Werthe von x^ (für das negative Vorzeichen der 
Wurzel) ist stets negativ, die entsprechenden Werthe von x sind daher 
imaginär. Der andere Werth von x^ wird dagegen nie negativ. Die Curve 
verläuft also reell zwischen ^ = — oo und ^ = +00 und besteht aus zwei 
Zweigen, die sich in y = ±l, a; = gegenseitig schneiden und mit den 
Asymptoten 

ins Unendliche verlaufen. (S. Figur 4) Der Schnitt der Ebene der Zeich- 

3* 
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nung mit dem in diesem Falle degenerirten orthogonalen Kegel besteht in 
den beiden Geraden y = ± 1. 

Bei allen drei Curvenformen entspricht der von dem orthogonalen 
Kegel eingeschlossene Theil dem Winkel 120", der äussere Theil dem 
Winkel 60". 

§5. 

Anwendung auf eine Aufgabe der projectivischen Geometrie. 

Die ursprüngliche Anregung zur Beschäftigung mit den hier behandelten 
Gegenständen gab eine Bemerkung bei Gelegenheit einer Vorlesung über pro- 
jectivische Geometrie. Wenn dort der Beweis geliefert werden soll, dass ein 
ebenes Strahlenbüschel und eine ihm projectivische Punktreihe in perspective 
Lage gebracht werden können, wozu es hinreicht, dass irgend drei Strahlen 
a, 6, c des ersteren mit den drei entsprechenden Punkten a, b, c der letz- 
teren zur Incidenz gebracht werden, so wird wohl allgemein so verfahren, 
dass die Isogonalcurve der Punkte a und b für den Winkel (ab) und die 
von b und c für Winkel (bc) benutzt wird, welche beide ausser Punkt b 
noch einen weiteren Schnittpunkt (auf jeder Seite der Punktreihe) haben. 
Bestimmt man umgekehrt durch die perspective Lage der Gebilde erst die 
projective Beziehung, so geht durch jene Betrachtung gleichzeitig hervor, 
dass drei beliebigen Elementen des einen Gebildes drei beliebige Elemente 
des anderen zugewiesen werden können, dadurch aber die Beziehung ein- 
deutig festgelegt ist. 

Handelt es sich nun um die entsprechenden Fragen zwischen einem 
ebenen Strahlbüschel und einem Ebenenbüschel, so wird zur Beantwortung 
der ersteren, — wie zwei solche projective Gebilde in perspective Lage zu 
bringen sind, — soviel der Verfasser weiss, stets der Umstand benutzt*), 
dass es im Strahlbüschel zwei auf einander senkrechte Strahlen giebt, denen 
im Ebenenbüschel zwei auf einander senkrechte Ebenen entsprechen. Die 
zweite Frage aber, — wie durch die perspective Lage die projective Be- 
ziehung zwischen zwei solchen Gebilden statuirt werden kann, sodass dabei 
drei beliebigen Elementen des einen willkürlich drei des anderen zugewiesen 
werden können, — scheint überhaupt noch nicht behandelt zu sein. Der 



*) Vgl. z. B. Schröter, Th. d. Oberfl. IL Ord. u. s. w. § 5 S. 22. — Reye, die Geo- 
metrie der Lage, L Abth. 3. Aufl. (1886) S. 193, No. 19, 20, 21. 
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Wunsch, diese Lücke, — wenn man es so nennen darf, — oder diese ün- 
gleichartigkeit der Behandlang zu beseitigen, veranlasste zu der Beschäftigung 
mit den hogonalkegeln. Im Folgenden soll noch gezeigt werden, wie mittelst 
dieser Kegelflächen das zweite, also auch das erste, der genannten Probleme 
in der That gelöst wird. Dabei soll freilich nicht behauptet werden, dass 
dieser Beweis, als dessen Bestandtheil man die Vorstehende Theorie der 
Isogonalflächen mitzählen muss, einfacher wäre als der sonst übliche. Darf 
man aber jene Theorie, und zwar präciser lediglich die Existenz der Iso- 
gonalkegel, als gegeben ansehen, so ist der Beweis allerdings gerade so 
einfach wie der entsprechende in der Ebene. 

Es seien a, b^ c drei ganz beliebige Strahlen eines ebenen Strahl- 
büschels und a, /?, y drei ganz beliebige Ebenen eines Ebenenbttschels. 
Dann darf man unbeschadet der Allgemeingttltigkeit (weil dies immer durch 
geeignete Vertauschung der Namen a, b, c, wobei die Namen a, ß, y natürlich 
in entsprechender Weise geändert werden, zu erreichen ist) annehmen, dass 
sowohl derjenige Winkel (06), der nicht durch c getheilt wird, als auch 

derjenige Winkel (6c), der nicht durch a getheilt wird, <-2^ ist, oder 

TT 

höchstens einer von beiden = ^ • Ferner sind diejenigen Winkel von a 

und ß und von ß und y, die bezw. von y und a nicht getheilt werden und 
die wir speciell mit (aß) und (/?y) bezeichnen wollen, zusammengenommen 
<C^; einer von beiden ist daher sicher spitz; man darf annehmen, dass 

Die Strahlen o, 6, c sollen mit den Ebenen a, ß, y zur Incidenz gebracht 
werden. 

Dazu ist nur noth wendig zu zeigen, dass die beiden Isogonalkegel 
von a und b für Winkel (a/3) und von b und c für Winkel {ßy) und zwar 
speciell diejenigen Theile 

^[aß){f^, b) und J[ßr)(J), c), 

welche bezw. dem Winkel (a/f) und (ßy) selbst entsprechen, ausser b noch 
eine zweite Gerade geraein haben. 

Ist nun zunächst (ßy) ^ -^ und bewegt sich dann die Erzeugende 

des Kegels J[aß)(ab) aus der Lage b heraus, so befindet sie sich im Innern 
der Kegelfläche J[ß^^(bc)] denn jetzt ist («/?)<" 7i—(/:fy). (S. Fig. 5., welche 



22 Heffter, über gewisse Flächen vierter Ordnung (Isogonalfiächen'). 

einen Schnitt senkrecht zu b in Punkt B nebst den Tangenten an J[^ß){ab) 
und Jlßy)(bc) in B darstellt.) 

Ist dagegen (ßy) > -g-, so ist doch nach Voraussetzung (ccß)+(ßy)<i7i, 

also abermals (a/?)<I^— O^y). Folglich bewegt sich die Erzeugende von 
J[^ß^{ab) aus der Lage b wiederum zuerst ins Innere von J[ßy^(bc). (S. Fig. 6.) 
In der Lage a ist aber die Erzeugende von J[aß){ab) in beiden Fällen 
im Aeusseren des Kegels J[ßy)(bc\ da nach Voraussetzung 

(o6)+(6c) < n. 

Folglich muss jene Erzeugende bei dem Uebergange von 6 nach a einmal 
mindestens auf der Kegelfläche J[ßy^(bc) liegen, welchen Werth auch Win- 
kel (ßy) hat. 

Hiermit ist gezeigt, dass die beiden Isogonalkegel 

J[aß)(ab) und J[ßr)(bc) 

ausser b stets noch eine Erzeugende gemein haben. Nimmt man diese als 
Axe des Ebenenbttschels (oc,ß,y)^ so ist das vorgelegte Problem gelöst. 

Giessen, im September 1894. 
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Verallgemeinerung eines Satzes von den 
algebraischen Integralen der Differentialgleichungen*). 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



W enn eine irreductible algebraische Gleichung mit rationalen Coef- 
ficienten mit einer gleichartigen algebraischen Gleichung höheren Grades 
eine Lösung gemein hat, so hat sie bekanntlich alle Lösungen mit ihr gemein; 
dagegen wird das in eine in der ganzen Ebene convergente Potenzreihe 
mit rationalen Coefficienten entwickelbare Integral einer Differentialgleichung, 
welches für eine Lösung jener Gleichung verschwindet, nicht für alle Lö- 
sungen derselben den Werth Null annehmen müssen. Eine irreductible 
algebraische Function y von x wird aber einerseits, wenn einer ihrer Zweige 
die Lösung einer in x und y algebraischen Gleichung ist, durch alle ihre 
Zweige die letztere Gleichung befriedigen, andererseits, wenn einer der 
Zweige einer in x und y algebraischen Differentialgleichung genügt, in 
allen ihren Zweigen Integrale dieser Differentialgleichung liefern, und zwar 
ist dies unmittelbar daraus ersichtlich, dass die Differential quotienten einer 
algebraischen Function stets rationale Functionen eben dieser und der un- 
abhängigen Variabein sind, oder auch daraus, dass die verschiedenen Blätter 
der Riemanmcheu Fläche einer irreductibeln algebraischen Function stets 
in Verzweigungsschnitten mit einander zusammenhängen. Da nun flir irre- 
ductible Differentialgleichungen ein solcher Uebergang von einem Integral 
zum anderen nicht statthat, so tritt die flir die weitere Entwickelung der Theorie 
der Irreductibilität gewöhnlicher und partieller Differentialgleichungen wesent- 
liche Frage auf, welche Beziehungen an Stelle des für algebraische Func- 
tionen angeführten Satzes in der Theorie der Differentialgleichungen zu 
treten haben. 

*) Einer der Sätze der vorliegenden Untersuchung wurde in der am 25. Sept. d. J. 
abgehaltenen Sitzung der »Deutschen Mathematiker -Vereinigung" zum Gegenstände 
einer kurzen Mittheilung gemacht. 
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Habe zunächst eine algebraische Differentialgleichung wter Ordnung 

rn f(x X u -^ --^- --M - 

in welche a^i als Parameter eintritt und welche in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten algebraisch irreductibel ist, ein Integral, welches keiner 
gleichartigen Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung als der mten an- 
gehört — eine Voraussetzung, die, wenn (1.) irreductibel ist, für jedes der 
Integrale statthat — mit einer gleichartigen Differentialgleichung höherer 
Ordnung gemein, so habe ich früher gezeigt, dass dann jedes Integral der 
ersteren auch der letzteren Genüge leistet, und es möge, so wie bisher 
eine algebraische Function mit einer Differentialgleichung, jetzt die gewöhn- 
liche Differentialgleichung (1.) zunächst mit einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung 

^^^ "ll; =^(^^' ^^' y^ "1^) ''^^' It ^'^^C^^' ^^^' y^ Ix-) 

unter der Annahme zusammengestellt werden, dass ein Integral y^ der 
ersteren, welches nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung niedri- 
gerer Ordnung angehört, auch der partiellen Differentialgleichung (2.) Genüge 
leistet, und untersucht werden, was sich für die anderen Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (1.) folgern lässt. 

Dass nicht alle Integrale von (1.) auch der partiellen Differential- 
gleichung (2.) Genüge leisten werden, ist schon daraus ersichtlich, dass be- 
kanntlich das Integral der partiellen Differentialgleichung (2.) bestimmt ist, 
wenn man den Werth von y für x^ = a als eine Function von Xi festsetzt, 
während fUr die Differentialgleichung (1.) die Werthe von 

dy_ d'y ^l^Z'y_ 

y^ 'dx, ' ~dxl' • • •' "Öx';-i 

für a:2 = a als beliebige von einander unabhängige Functionen von x^ gegeben 
sein dürfen. So hat die Differentialgleichung 

(3-) -6x1+ '-^~dx: - " 

mit der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
(4.) 4}- = (X.X.+.0 ^ 

I * 

das Integral 
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welches nicht schon einer gewöhnlichen Differentialgleichung niedrigerer Ord- 
nung als der zweiten Genüge leistet, gemein, aber es werden nur diejenigen 
Formen des allgemeinen Integrales 

der Differentialgleichung (3.) auch die partielle Differentialgleichung (4) 
befriedigen, für welche 

ViC^i) = C6~*% ^2(^1) = — 2c fe^'^^dx^ + Ci 

ist. 

Differentiirt man aber die Gleichung (L) für das gemeinsame Integral y^ 
nach Xij so dass man 

JLA.JL^h , df ^ r ^^O I . df d^ ( dy, \ _ ^ 

dx^ ^ dy, dx, "^ g dy, dx^ \ dx, J'^""^ ^d;r^ dx^ V öa-^ y - ^ 

erhält, und ersetzt -J^ durch den aus (2.) sich ergebenden Werth 

F\Xij X2^ yi, "Q^Jj 
so wird sich aus der Beziehung 

dx^ 

nach dem oben abgeführten Satze schliessen lassen, dass jedes Integral der 
Differentialgleichung (1.) der Differentialbeziehung 

dx^ 

3-5-!- 

Genüge leistet, und wir werden zunächst den nachstehenden Satz erhalten: 

Wenn eine in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten algebraisch 

irreductible gewöhnliche Differentialgleichung (1.) mit einer partiellen Differential- 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 1. 4 
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gleichung erster Ordnung (2.) ein Integral gemein hat, welches nicht scktm 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung als der mten Genüge 

leistet, und man differentiirt die erstere nach x^, ersetzt -J^ durch den aus 

der partiellen Diff'erentialgleichung hervorgehenden Werth als Function von 

Xi, X2, y, -^—j 90 wird die resultirende Gleichung für alle Integrale der 

Differentialgleichung (1.) identisch erfüllt werden, ohne dass diese der partiellen 
Differentialgleichung (2.) genügen. 

So wird die Differentialgleichung (3.) durch Differentiation nach Xi in 

d' rdy \ ^ d / dy \ ^ ^ 
dxl ^ öx, ^ x^ dx^ ^ öx, / 

und durch Substitution vermöge (4.) in die Differentialgleichung 



+ -|-(Ca:.x,+x^)-|^l+(x, + 3arD-^^ = 



übergehen, die in der That für alle Formen von y = a +^2(^1) identisch 

erfüllt wird. 

In dieser einfachen Gestalt ist aber die Gültigkeit des Satzes auf 
die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung beschränkt, und um zu 
sehen, nach welcher Richtung die Untersuchung sich zu erstrecken hat, 
um allgemein das Analogon für jenen Satz von der Gültigkeit aller Zweige 
einer algebraischen Function als Integrale von Differentialgleichungen zu 
erhalten, stellen wir zunächst mit der Differentialgleichung (1.) die partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

^^''^ dx] " ^ v^^' ^'^ y^ Öx, ' dx, ' dxßx^ ' dx\ ) 

zusammen und nehmen wieder an, dass ein Integral y^ der Differential- 
gleichung (1.) auch der partiellen Differentialgleichung (5.) Genüge leistet, 
wie es z. B. für die gewöhnliche Differentialgleichung 

(6.) S- + ^'" '' - "■ 



dxl x^ dx.j X* 

und die partielle Differentialgleichung 



Königsberger, über Beiiekungen von Integralen der Diff'erentialgleichungen. 27 



der Fall ist, die das gemeinsame Integral 

(8.) y, = -S- + V^ + A"''^^i 

Xj Xj 

besitzen. 

Differentiirt man die Differentialgleichung (1.) fUr y = yi partiell nach 
Xi^ so dass man 

df . df dy, df 3 (dy,\ . df d^ ( dy, ^ _ 

öar, öy, öx, "^ Q dy, öx, v öx, / "^ 



(9.) 



9x, 



^ 9"*yi öx'j v 9xj 



(-^)=« 



erhält, und führt eine nochmalige Differentiation nach x, ans, so dass sich 

d'f d'^ f dy, 



(10.) 









+ 






9xJ 



9x, 



wXi« • • • ^^^ 



ay 



w 



( 



ay,a _?i ««• ^ s«: 



öx 






^yi . df d\ 



dy, dx] 



+ 



[ • • • ■ I ■ 



d\ 



df 



g a"*y, 9x7 V9xJ>' 
9x'i» 



ergiebt, so mag die Gleichung (10.), wenn -^^ durch den aus (5.) sich 
ergebenden Werth 

ersetzt wird, in 

<SPV^l, ^2, yi, g^^ , 3^. 1 ---^ ö^^+2 1 Q^^ , "9^7*^ 9X, /' 



(11.) 



_d^fdy^\ 9-^> / 9y, n\ _ ^ 

9xJ V öx, /' • • •' 9x-+i ^ 9x, J) '' ^ 



Übergehen, und es fragt sich nun, was aus dem Zusammenbestehen von 

(9.) und (11.) gefolgert werden kann. Setzt man zur Abkürzung ^^^ = «1, 
so werden (9.) und (11.) die Form annehmen: 

df &^u. 



dx. 



(12.) 



^f 4. ^f n I ^f ^"' -U -^ 



dx. 



^ ö"«, öx 
öx? 



^ = 0, 



(13.) 



Z' dy, 

(f \^Xi, x-i, yi, Q^ , 



ö'y, 



Ö"+'y, 



«, 



du, ö'm. 



öxj ' • ■ •' 3x7+'^ ' "" dx, ' axj ' • • •' 
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von denen die erstere die Differentialqaotienten von ^i in Bezug auf Xi bis 
zur mten Ordnung enthält. Nach bekannten Principien erhält man alle 
gleichzeitigen Integralsysteme der beiden Differentialgleichungen 

^^^'•^ dx^ "^ dy ^^ ^ dy_ dx, '^'"+ Qd^y_ dx^ ~ "' 

dx^ dx*^ 

und nur diese, indem man die Gleichung (14.) (m4-l)-mal, die Gleichung (15.) 
m-mal nach a?2 differentiirt, zwischen den so entstehenden 2iii+3 Gleichun- 
gen die 2m +2 Grössen 

Ju d^u d^'"-^hi 

eliminirt und zu jedem Integrale des so entstehenden Eliminationsresultates 

(16.) ip{x,, X,, y, -^l-, -^y^, ..., -^-^-) = 

die im allgemeinen auf algebraischem Wege sich ergebenden Werthe von 
u herstellt, wobei auch, wie aus der Eliminationstheorie bekannt ist, in 
speciellen Fällen sich nur eine Beziehung zwischen u und dessen Ablei- 
tungen zu ergeben braucht. Da aber das den beiden Differentialgleichungen 
(1.) und (5.) der Voraussetzung nach gemeinsam genügende Integral y^ 
nunmehr auch die Differentialgleichung (16.) befriedigen muss, und in Folge 
der fUr y^ gemachten Annahme also auch jedes Integral von (1.) ein Inte- 
gral von (16.) sein wird, so werden alle Integrale der Differentialgleichung 
(1.) nebst den dazugehörigen, vermöge der bezeichneten Elimination sich 
ergebenden Werthen von u den Differentialgleichungen (14) und (15.) Ge- 
nüge leisten, und wir können somit zunächst den folgenden Satz aussprechen: 
Wenn die in Bezug auf den höchsten Diff'erentialquotienten algebraisch 
irreductible Dilferentialgleichung (1.) mit der partiellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung (5.) ein Integral gemein haty welches nicht schon einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung angehört^ und man differentiirt 

die Differentialgleichung (1.) zweimal nach x^ und ersetzt ^~- durch den aus 

(5.) entnommenen Werth^ so wird die so sich ergebende Beziehung durch alle 
Integrale der Differentialgleichung (1.) befriedigt werden, wenn man nur für 

-^- ein passendes Integral der in u linearen Differentialgleichung mter Ord- 
nung (14.) substituirty 
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wobei also der Werth von u nicht der nach Xi genommene Differen- 
tialquotient des beliebig herausgegriffenen Integrales y der Differentialgleichung 
(1.) zu sein braucht. 

Da man aber in der Gleichung (11.) die Differentialquotienten mter 
und höherer Ordnung von yi nach X2 genommen vermöge (1.) durch die 
niedrigeren bis zur (m— l)-ten Ordnung ausdrücken kann, ferner die durch 
diese Substitution aus (11.) resultirende Gleichung, wenn angenommen wird, 
dass yi keiner algebraischen partiellen Differentialgleichung genügen soll, 
in welcher die partiellen Differentialquotienten nach Xi höchstens in der 
ersten Ordnung, die nach a?2 nur bis zur (w— l)-ten Ordnung vorkommen 
sollen, eine identische sein muss, so werden offenbar alle Integrale der 
Differentialgleichung (1.) der Gleichung (11.) genügen, und wir erhalten 
daher den folgenden Satz: 

Wenn die gewöhnliche^ in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 
algebraisch irreductible Differentialgleichung mter Ordnung (1.) mit der par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (5.) ein Integral gemein hat, 
welches nicht schon einer partiellen Differentialgleichung genügt^ in welcher 
die partiellen Differentialquotienten nach Xi genommen höchstens zur ersten, 
die nach x^ genommenen höchstens zur (m—iyten Ordnung vorkommen, so wird 
die durch zweimalige Differentiation von (1.) nach Xi und Substitution des 

Werthes von ,.— ^- aus (5.) hervorgehende Gleichung durch alle Integrale der 

Differentialgleichung (1.) befriedigt werden. 

Aber diese letztere Gleichung kann auch ohne jene Annahme befriedigt 
werden; differentiirt man z. B. die Gleichung (6.) zweimal nach Xi und setzt 

für ^^ den aus (7.) resultirenden Werth, so erhält man 



dx' 



(17.) 



äi.-(- -;~ -2*. -4- -(2^. +l)x. äj;|i-) 



welche Gleichung in der That durch das allgemeine Integral von (6.), 
welches die Form hat 

y = -> + — ^-^+^2(^1), 

da 
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ist, wie durch Einsetzen in (17.) unmittelbar zu sehen, befriedigt wird. 
Nun genügt aber das Integral (8.), da 

dx^ x\ ajj ^ dx^ x\ x\ ' dxßx^ x\ x\ 

ist, einer algebraischen Differentialgleichung der Form 

"»C^. ^., y. -J|-, ^, äffe:) = ^' 

in welcher einerseits y, nicht vorkommen darf, weil sich sonst fe''^ dxi alge- 
braisch durch 0?!, e", e"*? ausdrücken liesse, andererseits -^^ fehlen muss, da im 

entgegengesetzten Falle eine algebraische Beziehung zwischen Xi, e**, c~*? 
bestände, die also in einer unmittelbar ersichtlichen algebraischen Beziehung 

zwischen -J^ und -^—^— besteht — es ist somit die oben gemachte Vor- 

ox^ ox^ox^ ^ 

aussetzung unseres Satzes nicht erfüllt, dass yi nicht schon einer Diffe- 
rentialgleichung genüge, in welcher die nach Xi und X2 genommenen Diffe- 
rentialquotienten nicht in einer höheren Ordnung als der ersten vorkommen. 
Endlich mag noch der oben ausgeführte Eliminationsprocess auf unser Bei- 
spiel angewandt werden; differentiirt man die Gleichung (6.) nach Xj und 

setzt -ö-^ = «, so ergiebt sich 

^^^•^ dx] "^ X, dx, ~ x\ ' 

und durch nochmalige Differentiation nach Xi und Substitution des Werthes 
von -^-i" aus Gleichung (7.) nach (17.): 

(19.) ;2..+l>.^- + (10.,+4)|| + ^-^ = - J^; 

differentiirt man (18.) nach 0:2, so dass sich 

.^^. ö»f/ 2 d'u 2 du 8 



dx\ a-, dx] x] dx,^ xl 

ergiebt, und eliminirt -^-^ zwischen (19.) und (20.), so erhält man die Diffe- 
rentialgleichung (18.), wonach, wie oben bereits direct nachgewiesen, auch 
aus dem Eliminationsprocess folgt, dass der jedem Integral werthe der Diffe- 
rentialgleichung (6.) zugehörige Werth von u der nach Xi genommene Diffe- 
rentialquotient des resp. Integralwerthes ist. 
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Nach HerleitUDg des oben ausgesprochenen Satzes erkennt man un- 
mittelbar die Richtigkeit des nachfolgenden Theorems: 

Hat eine gewöhnliche^ in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 
algebraisch irreductible Differentialgleichung mter Ordnung 

mit einer algebraischen partiellen Differentialgleichung ixter Ordnung in Be- 
zug auf Xi 



(22.) 






dt'-^y dfy d^y 



ein Integral gemein, welches nicht schon einer algebraischen Differential- 
gleichung Genüge leistet , deren Differentialquotienten in Bezug auf Xi sich 
höchstens bis zur (u—iyten Ordnung, in Bezug aufx2 höchstens bis zur (m — iyten 
Ordnung erheben, und man differentiirt die Gleichung (21.) u-mal nach x^ und 

ersetzt in der so erhaltenen Gleichung -^-^ durch den vermöge (22.) gegebenen 

Werth, so wird die so resultirende Gleichung durch jedes Integral der Diffe- 
rentialgleichung (21.) befriedigt werden. 

Es bleibt somit endlich noch übrig, die behandelte Frage für die 
Zusammenstellung von zwei partiellen Differentialgleichungen zu erörtern, 
und man sieht ohne Schwierigkeit, dass der allgemeine Satz, welcher das 
Analogon zu dem Satze bildet, dass, wenn eine algebraische Gleichung 
eine Lösung, welche nicht schon Lösung einer algebraischen Gleichung 
niedrigeren Grades ist, mit einer algebraischen Differentialgleichung gemein 
hat, sie alle mit ihr gemein haben muss, nunmehr folgendermassen lautet: 

Wenn eine algebraische partielle Differentialgleichung 

d'^y _ ^/ dy d^y 

gm-iy Qmy d^y\ 



(23.) 



Öx--» ' Öx~-«öx, ' • • •' dx 



welche m Bezug auf x^ von der mten Ordnung i»t, und in welcher f eine 
algebraisch irreductible Function der eingeschlossenen Grössen bedeutet, mit 
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einer algebraischen partiellen Differentialgleichung 

9'y ^ pf^ ^ ^ Jy 9'y 



(24.) 



V 7 • • «yi 



welche in Bezug auf x^ von der fiten Ordnung ist, ein Integral gemein hat, 
welches nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung genügt, welche in 
Bezug auf Xi sich höchstens bis zur (fi—iyten, in Bezug auf X2 höchstens bis 
zur (m—iyten Ordnung erhebt, so wird die durch fi'-malige nach x^ ausgeführte 
Differentiation der Gleichung (23.) und durch Substitution des durch Glei- 

chung (24.) gegebenen Werthes von -^^ resultirende Differentialgleichung 

durch alle Integrale der partiellen Differentialgleichung (23.) befriedigt werden. 

Heidelberg, den 3. October 1894. 
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lieber lineare Differentialgleichungen 
mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten. 

(Von Herrn L. W. Thom^ in Greifswald.) 



In der vorliegenden Abhandlung werden lineare Differentialgleichungen 
untersucht, in welchen die Coefficienten der Differentialquotienten rationale 
Ausdrücke der unabhängigen Variablen und von algebraischen Functionen 
derselben sind; es kommen homogene und nichthomogene Differential- 
gleichungen zur Behandlung. Die erste Abtheilung enthält allgemeine Be- 
trachtungen über solche Differentialgleichungen. In der zweiten Abtheiluug 
werden reguläre Differentialgleichungen • definirt, und es wird ein Typus 
von solchen aufgestellt, alsdann werden die Differentialgleichungen mit 
regulärem Differentialausdrucke untersucht. In der dritten Abtheilung wird 
gezeigt, dass die linear unabhängigen Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit beliebigen algebraischen Coefficienten die Integrale 
einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten 
sind, und dass man diese Differentialgleichung im allgemeinen aufstellen 
kann. Dieselbe wird dann zur Ermittelung der Integrale der ursprünglichen 
Differentialgleichung verwandt. 

Erste Abtheilung. 

Allgemeines. 
1. 

Definition der hier behandelten linearen Differentialgleichungen. 

Es werden homogene und nichthomogene lineare Differentialgleichun- 
gen betrachtet; die Coefficienten in dem homogenen linearen Differential- 
ausdrucke sind rationale Functionen der unabhängigen Variablen x und 
einer oder mehrerer irreductiblen algebraischen Functionen derselben, der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Hier soll das Schema von 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 1. 5 
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drei algebraischen Functionen u, v^ w angenommen werden. Man kann 
voraussetzen, dass in der Gleichung jeder der algebraischen Functionen 
u, V, w der Coefficient der höchsten Potenz von «, v, w gleich 1, die 
übrigen Coefficienten ganze rationale Functionen von x sind, da man sonst 
nach Multiplication der ursprünglichen algebraischen Function mit einer 
ganzen rationalen Function von x auf diesen Fall kommt. Von den Coef- 
ficienten in dem homogenen Differentialausdrucke kann man voraussetzen, 
dass sie auf die Form eines Quotienten gebracht sind, dessen Zähler eine 
ganze rationale Function von x, u, v, w und dessen Nenner eine ganze 
rationale Function von x ist. Wenn man einen Coefßcienten der Diffe- 

rentialgleichung unter der Form eines Quotienten -^ ^^^ ganzen rationalen 

Functionen von a?, n, e, w hat, so darf, da die Zweige von «, v, w beliebig 
combinirt werden können, K für keine dieser Combinationen identisch ver- 
schwinden. Die a Zweige von u seien durch Ui bis ««, die ß Zweige von 
e durch e^ bis Vß, die y Zweige von w durch Wi bis w^ bezeichnet. Es 
wird, wenn im Nenner ^{or, w^, t?„ tr,) steht, im Zähler und Nenner das 
Product der aßy—l Factoren K{x^ «i„, tj^, ir,) zugefügt, wo a, b, c alle 
übrigen Combinationen der Zahlen 1 bis a, 1 bis /?, 1 bis y sind. Dann wird 

das Product JI K(x, «i«, c^, w^) unter Hinzuziehung der Gleichung flir u ein 

a=l 

ganzer rationaler Ausdruck von x, c^, w,; ferner das Product 

n n K(x, ii„, t?e,, «?,) 

a=l 6=1 

unter Zuhülfenahme der Gleichung fUr v ein ganzer rationaler Ausdruck 
von X und tr«.; und das Product 

rt=a h=ß c=Y 

n n n k(x, u^, r^, w,) 

a=\ 6=1 c=l 

mittelst der Gleichung für w eine ganze rationale Function von x. Im 
Zähler steht ausser H{x, u^^ t?,, w^ das Product der K^ in welchem der 
Factor K{x, w^, f?„ w^ fehlt. Dieses Product besteht aus den einzelnen 
Producten, erstens wo in keinem der Factoren eine der Grössen «i^, r,, w^ vor- 
kommt, zweitens wo nur eine dieser Grössen in allen Factoren sich vor- 
findet, drittens wo zwei derselben in den Factoren enthalten sind. Jedes 
dieser Producte wird auf dieselbe Weise eine ganze rationale Function von 

Xy Ur, f?„ Wr 
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Die singnlären Punkte der homogenen linearen Differentialgleichung 
sind : Im Endlichen die Punkte, in denen die Discriminanten der Gleichungen 
von u, f>, fo verschwinden, und die Punkte, in denen die ganzen rationalen 
Functionen von x in den Nennern der Coefficienten der Differentialgleichung 
(nachdem ein gemeinschaftlicher Theiler der ganzen rationalen Functionen 
von X im Zähler und Nenner weggestrichen ist) verschwinden; sodann wird 
der Punkt x im Unendlichen zu den singulären Punkten gerechnet. Bei 
nichthomogenen linearen Differentialgleichungen sollen über den zweiten 
Theil in der Differentialgleichung diejenigen Voraussetzungen gemacht wer- 
den, welche in der Abhandlung des Verfassers in Bd. 107 dieses Journals 
über nichthomogene lineare Differentialgleichungen gemacht sind. Alsdann 
treten zu den vorigen singulären Punkten noch die in No. 1 der genannten 
Abhandlung angegebenen in endlicher Anzahl hinzu. 

Durch die singulären Punkte wird eine in sich zurücklaufende, sich 
selbst nicht schneidende Linie gezogen. Die Constructionsebene für die 
Werthe x^ als einblättrige Fläche betrachtet, zerföUt dadurch in zwei Ge- 
biete. In jedem dieser beiden Gebiete giebt es « Blätter, innerhalb deren die 
algebraische Function u einwerthig und stetig verläuft, ß bei t?, y bei w. An 
der Stelle eines einfach zusammenhängenden Gebietes von x, welches keinen 
der singulären Punkte enthält, ergeben sich durch Combination der Zweige 
von fi, t?, w Bereiche von x in der Anzahl des Productes aßy, innerhalb 
deren ein Integral einwerthig und stetig verläuft. 

Von den singulären Punkten im Endlichen seien Linien, die sich 
selbst und unter einander nicht schneiden, ins Unendliche gezogen. Es 
seien aßy durch diese Linien begrenzte Blätter den aßy Combinationen 
der a Blätter von «, der ß Blätter von r, der y Blätter von w zugeordnet. 
Diese den Combinationen zugeordneten Blätter bilden eine oder mehrere 
Gruppen, so dass bei beliebiger Fortsetzung die Blätter einer Gruppe allein 
unter einander zusammenhängen. Es mögen zum Beispiel nur zwei irre- 
ductible algebraische Functionen u und f> auf ein und derselben Riemann- 
sehen Fläche vorliegen. Geht man dann von demselben Blatte bei beiden 
Functionen aus, so bleibt man auf allen Wegen der Variablen x (die nicht 
durch die Windungspunkte hindurchflihren) in dieser Fläche. Geht man 
dagegen von der Combination zweier verschiedenen Blätter aus und macht 
dann auf beliebigen solchen Wegen die Fortsetzung in der Fläche, so kann 
man nicht auf den vorigen Fall, nämlich die Combination derselben Blätter 

5* 
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der Fläche zurückkommen. Wenn man von irgend einer Combination der 
Blätter der Riemann^chen Flächen, die den irredactiblen algebraischen Func- 
tionen Uy f>, w entsprechen, ausgeht, so erhält man, da die Anzahl der 
Combinationen der Blätter endlich ist, bei Fortgang der Variablen x auf 
beliebigen Wegen in den Flächen (die nicht durch die Windungspunkte 
hindurchgehen) eine Gruppe unter einander zusammenhängender Combi- 
nationen. Die durch die oben genannten Linien begrenzten Blätter, welche 
diesen Combinationen zugeordnet sind, stehen daher in dem Zusammenhange, 
dass sie eine Riemann^che Fläche T bilden. Ueber diese Fläche T breitet 
sich das Gebiet der unabhängigen Variablen bei der einzelnen algebraischen 
Function u, v, w wieder aus. Die Gleichung dieser Function, auf die 
Fläche T bezogen, enthält als Gleichungspolynom die Potenz eines irre- 
ductiblen Gleichungspolynomes (Riemann, Abehche Functionen No. 5). Daher 
ist die Anzahl der Blätter der Fläche T ein Vielfaches von a, /i, y. Sind 
letztere Zahlen relative Primzahlen, so stehen mithin alle aß/ Combina- 
tionen der Blätter von <#, v, w in Zusammenhang. 

Wenn man eine irreductible algebraische Function auf der vorhin 
genannten /I/rwaiiiidehen Fläche T kennt, so kann man die einzelne alge- 
braische Function h, r, w rational durch jene Function und x ausdrücken 
und dadurch alle Combinationen der Functionszweige, denen die Blätter 
von r zugeordnet sind, vermittelst einer einzigen algebraischen Function 
darstellen und letztere in die Coeffieienten der Differentialgleichung ein- 
fuhren. Auf diese Weise zertiillt die ursprüngliche Differentialgleichung 
in solche, in denen jedesmal nur eine einzige algebraische Function in den 
Coetlicienien vorkommt. 

Für die Kniwickelung der Integrale wird die ursprüngliche Differential- 
gleichung, in der eine oder mehrere algebraische Functionen in den Coef- 
fieienten enthalten sind, beibehalten. Die Betrachtung dieser ursprünglichen 
Differentialgleichung ist erforderlich, um bei einem Typus von Differential- 
gleichungen, von dem in der zweiten Abtheilung die Rede sein wird, un- 
oiittell^ar die Kegularität der Integrale zu erkennen. 



Die in der vorigen Nummer betrachteten a iy Combinationen der 
Funotionszweige der algebraischen Functionen n« r« «r, oder Combinationen 
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der Blätter für u, v, w bilden bei dem einzelnen singulären Punkte Complexe, 
so dass die Elemente eines Gomplexes in der Umgebung des singulären 
Punktes allein unter einander zusammenhängen. 

Bei einem solchen Punkte x = a seien für die algebraischen Func- 
tionen u, e, ic beliebig Windungspunkte oder gewöhnliche Punkte vorhanden, 
letztere sollen hier als einblättrige Windungspunkte in Betracht gezogen 
werden. Es mögen nun je ein Windungspunkt von u, t?, w einander zu- 
geordnet werden, bei u ein A-blättriger, bei v ein .a-blättriger, bei w ein 
V- blättriger, so sind in dieser Zuordnung k/iv Combinationen der Func- 
tionszweige vertreten. Dieselben gruppiren sich in folgenden Complexen. 

Bei a: = 30, x = — , findet das Entsprechende statt. 

Die Entwickelung von u bei dem i-blättrigen Windungspunkt ist 

1 
eine Potenzreihe in Bezug auf (x— a)^ mit ganzzahligen Exponenten. Man 

j_ 

erhält die zugehörigen l Zweige von u, wenn an Stelle von (x— a)^ gesetzt 

i. ^^*^' 
wird (x—aYe ^ (i' = 0, ..., A— 1). Entsprechend bei t? und w. Das kleinste 

\^ 

gemeinschaftliche Vielfache von X^ jx, v sei R. Nun sei (a:— a)^ = S, wobei 
man von einem der Ä Zweige von {x—d)^ ausgeht; e ^ sei durch co bezeich- 
net. Dann ist (^x—a)^ =^^y R = IL, e ^ = co^. Man erhält also die X Zweige 



von u, wenn in der Entwickelung von u an Stelle von {x—ä)^ tritt 

^^0)^'^ (^' = 0, ..., A~l). Ebenso erhält man die ,a Zweige von v, wenn in 

1 

der Entwickelung von v an Stelle von (x-a)'* tritt ^^o>^'^, R = iuM, 

(^' = Ü, . . ., ,u— 1); und die v Zweige von tr, wenn in der Entwickelung von 

1 

w an Stelle von (x-ay tritt t^o)''', R = vlS, (y' = 0, ..., v-1). 

Es gehen also die oben genannten luv Combinationen hervor, 
wenn bei ^^co^'^ in der Entwickelung von ii, bei ^^w^'^ in der Entwicke- 
lung von V, bei ^^^co*^'*^ in der Entwickelung von w für l' die Zahlen bis 
A— 1, für u' die Zahlen bis .u— 1, für v' die Zahlen bis v— 1 gesetzt 
und aus diesen Zahlen alle Combinationen gebildet werden. 

Wenn nun in der Entwickelung von u X>^ an Stelle von (a:— a)^ 

gesetzt ist, in der Entwickelung von t? X>^ an Stelle von (a;— a)'', in der 



38 Thom^, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefßdenten. 

Entwickelung von w ^^ an Stelle von (a?— ö)", so sollen in ^ = (a:— a)^ 
Ä— 1 Umgänge um x=^a (in positiver Richtung) vorgenommen werden, nach 

dem Äten Umgange kehrt (x^-a)^ in den ursprünglichen Werth zurück. 
Hierdurch tritt in der Entwickelung von u an Stelle von ^^ successive 
^^y ^^co^, ^^co^^ bis ^^co^^~^^^, gleichzeitig tritt in der Entwickelung von 
f> an Stelle von ^^ successive t^^ ^^oo^, ^^co^^ bis ^^co^^~^^^ und in der 
Entwickelung von to an Stelle von ^^ successive ^^, ^^u)^, Z^u)^^ bis 
^^ty(Ä-i)^^ Die diesen Combinationen entsprechenden Zahlen X' in co^'^ aus 
der Reihe bis i— 1, fi' in co'*'^ aus der Reihe bis itt— 1, v' in co*"^ 
aus der Reihe bis v—l ergeben sich, wenn in den Congruenzen 

z ^^ Q (mod.A), 

(1.) s a ^3 a (mod.|U), 

z '^i T (mod.y) 

flir z die Zahlen bis Ä— 1 gesetzt und für p, a, t die kleinsten positiven 
Reste genommen werden. Ist Zi eine Zahl, welche diese Congruenzen 
für eine Combination p, a, t befriedigt, so sind die sämmtlichen Zahlen von 
derselben Eigenschaft durch z^^Zi (mod.fi) gegeben. Daher findet man, 
wenn für z die Zahlen bis fi— 1 gesetzt werden, R verschiedene Com- 
binationen p, a^ r. Dieses sind alle Combinationen, für welche die Con- 
gruenzen gelten. 

Man erhält also, wenn die für z = bis Ä— 1 am (1.) auf einander 
folgenden Combinationen q, a, t für X\ fi'^ v' in Z^w^'^, ^^w^*'^, ^''w*"^ in 
den Entwickelungen f>on m, v^ w gesetzt werden^ R von den oben genannten 
Ifiv Combinationen der Zweige. Diese Combincitionen gehen durch Um- 
gang um X = a successive hervor^ nach R-maligem Umgang kommt man zu der 
ursprünglichen Combination zurück. Die Entwickelungen der in diesen Com- 
binationen zusammengehörigen Zweige erhält man, wenn in der Entwickelung 

j_ 1 

von u an Stelle von (x— a)^ die Grösse ^^, bei v an Stelle von (x—a)^ die 

Grösse ^'', bei w an Stelle von (x — a)" die Grösse ^^ steht, hierauf in 

1 

^ = (x—a)^ ß— 1 Umgänge um x = a gemacht werden. Diese R zusammen- 
hängenden Combinationen der Zweige bilden einen Complex, 

Wenn eine Combination ^i, .Uj, Vi^ wo Aj aus bis >.— 1, fti aus bis 
iu— 1, Vi aus bis v—l hervorgeht, nicht unter den R Combinationen p, a, r 
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ans (1.) enthalten ist, so sind die R Combinationen q', o\ t' der kleinsten 
positiven Reste, die ans den Congruenzen 

Ai 4-J5 EZE p' (mod.i), 

(2.) ^i+a E^ a' (mod.,a), 

. ^1+« ^ t' (mod.y) 

für Ä = bis Ä— 1 hervorgehen, unter einander und von denen in (1.) ver- 
schieden. Aus 

^i+«i^^» (mod.A), ,Ui+Äi = « (mod./O? ^i+äi^^ä (mod.y), 
wo Ä, Äi zwei Zahlen aus der Reihe bis Ä— 1 sind, würde folgen, dass 
*i? .^^17 ^1 unter den Combinationen (1.) wäre. 

Die R Combinationen p', a\ t' aus (2.) für X\ .a', y' gesetzt^ liefern 
einen zweiten Complex von R zusammenhängenden Combinationen der Zweige. 

Die Entwickelungen der in den Combinationen zusammengehörigen Zweige er- 

1 

hält man, wenn in der Entwickelung von u an Stelle von (x—a)^ die Grösse 

_i_ 

t,^o/'^, bei V an Stelle von (x—a)'' die Grösse ^^co^'^, bei w an Stelle von 

(x— a)" die Grösse ^^co''»'^ tritt, dazu in ^ = (a;— a)^ R—l Umgänge um x = a 
gemacht werden. Hätte man an Stelle von Aj, fi^^ v^ eine Combination 
p'i, ai, t[ aus (2.) gesetzt, so würde man wieder auf die Combinationen (2.) 
in derselben Reihenfolge kommen. Die Entwickelungen bleiben dieselben; 
man geht dann von den Zweigen aus, in denen an Stelle von ^ steht 
ö>*'^^ wo «1 gegeben wird durch 

ii+-5i E^ pl (mod.i), jiii+Zi iT^ a[ (mod..a), v^+Zi^ t[ (mod.i^). 

Wenn ferner eine Combination A21 fh^ ^2? wo ^2 aus bis ^—1, u^ 
aus bis /^— 1, 1^2 ans bis v—l hervorgeht, nicht unter den R Combina- 
tionen p, a, T (1.) und den R Combinationen p', a', z (2.) enthalten ist, 
so sind die R Combinationen p", d\ r" der kleinsten positiven Reste, die 
aus den Congruenzen 

' i-2+z ^ p" (mod.i), 

(3.) .^2+« ^= o" (mod.a), 

,v2+z ^ t" (mod.y) 

für a = bis Ä— 1 hervorgehen, unter einander und von denen in (1.) und 
(2.) verschieden. Aus 

^2-f-Ä2^ ii+»i (mod.i), ,u2+a2^."i+«i (mod.,a), 1^2+22^^ ^i+äi (mod.y). 
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»1, Ä2 zwei Zahlen aus der Reihe bis Ä— 1, würde folgen, dass ^2, ."2, ^2 
unter den Combinationen (2.) wäre. 

Die R Combinationen p", a", x" avs (3.) für l\ ix\ v' gesetzt, liefern 
einen dritten Complex von R zusammenhängenden Combinationen der Zweige. 
Die Entwickelungen der in den Combinationen zusammengehörigen Zweige er- 

geben sich, wenn in der Entwickelung von u an Stelle von (x—ä)^ die Grösse 

1 

X,^(ü^'^, bei V an Stelle von (x—a)^ die Grösse l,^ü)^'^, bei w an Stelle von 

(x — a)" die Grösse ^^co''^'^ tritt, dazu in ^ = (j; — a)^ R — l Umgänge um 
X = a gemacht werden. 

In derselben Weise ist fortzufahren. Man findet dadurch die oben 

genannten Ifiv Combinationen der Zweige in -~- Complexe zu je R unter 

einander zusammenhängenden Combinationen eingetheilt und erhält die Ent- 
wickelungen der zusammengehörigen Zweige der Combinationen jedes Complexes. 
In dem einzelnen Complex kann in den Entwickelungen der Zweige 

ein beliebiger Werth von log(x — a) in e^ =: (^x—ä)^ gewählt werden, 

da durch Umgänge um a? = o immer wieder dieselben auf einander folgen- 
den Combinationen der Zweige hervorgehen. Nach dem gewählten Werthe 
des Logarithmus bestimmt sich, wenn man einen bei x = a gelegenen Punkt 
Xi) nimmt, in dem die a Werthe von u unter einander verschieden sind 
(entsprechend bei v und ir), welchem dieser Werthe von u in Xo eine Ent- 
wickelung angehört. (Vgl. No. 3 V.) 

3. 

üomogene lineare Differentialgleichungen. 

Es sei nun eine homogene lineare Differentialgleichung vorgelegt, 
deren Coefßcienten die in No. 1 angegebene Beschaffenheit haben; der Diffe- 
rentialausdruck sei durch F„^(y, u, v, w, x) bezeichnet, wo m die Ordnung, 
X die unabhängige, y die abhängige Variable ist, u, v, w algebraische 
Functionen von x sind. 

I. Bei dem singulären Punkte x = a werde ein Complex von R zu- 
sammenhängenden Combinationen der Zweige von w, v, w, wie solche Com- 
plexe in No. 2 aufgestellt sind, herausgenommen. Die Entwickelungen der 
in den Combinationen zusammengehörigen Zweige von ti, v, w sind in No. 2 
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angegeben und hängen von einer und derselben Grösse (x—ay = t ab. 
Wenn nun in dem Differentialausdrucke F^ 37-0 = ^^ gesetzt wird und für 
den Complex der R Combinationen der Zweige die von ^ abhängenden in der 
Umgebung von ^ = einwerthigen Entwickelungen von u, t»^ w eingeführt 
werden, so ergiebt sich 

wo G„, ein homogener linearer Differentialausdruck wter Ordnung ist, der 
Coefficient der höchsten Ableitung in demselben gleich 1, die übrigen 
Coefficienten in der Umgebung von ^ = abgesehen von diesem Punkte 
einwerthige und stetige analytische Functionen von X> sind, die für ^ = in 

2niR' 



endlicher Ordnung unendlich werden. Durch Einfuhrung von ^e ^ für ^ 
in (1.) würde man von einer anderen der R Combinationen ausgehen. Der 
Kreis um einen singulären oder nicht siugulären Punkt x^y als Mittelpunkt, der 
durch den nächsten singulären Punkt von F,„ = geht, sei der Bezirk dieses 
Punktes a?„ genannt, wobei die Constructionsebene für x als einblättrige Fläche 
betrachtet ist. Wenn der Bezirk des singulären Punktes x=^ a den Radius / 

hat, so convergiren die Potenzreihen, welche die Coefficienten von -—- 

(a = 0, . . ., m—l) in 6,« darstellen, (abgesehen von ^ = 0) wenigstens in dem 

Kreise mit dem Radius /^ . Die Differentialgleichung G^ = besitzt nun 
bei S = ein System von m linear unabhängigen Integralen von der all- 
gemeinen durch Herrn Fuchs (Bd. 66 dieses Journals) gegebenen Gestalt 
Das einzelne Integral in einem solchem Systeme hat eine der Formen 

\S'(y,(O+9'.(S)iog?+--}-«/'.®(iogSy-0, 



(2.) 



« — » 



WO die Functionen (p Entwickelungen der Form IlcX^ + HcX'' haben, die 



U — 1 



wenigstens in dem Kreise um ^ = als Mittelpunkt mit dem Radius l^ con- 
vergiren (die mit negativen Exponenten abgesehen von dem Punkte X> = 0). 

Wird in die Entwickelung einer Function cp für X> die Grösse (x—a)'^ ein- 
gesetzt, so zerfällt dieselbe als Potenzreihe in einen Ausdruck der Form 

(3.) *(x-ö) + *,(a:-a)(a;-a)'^+...4-*ye-i(x-a)(a:-op , 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 1. 6 
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WO die Grössen ^ bis ^ä__i Potenzreihen von x— a mit ganzzahligen Ex- 
ponenten sind , die wenigstens in dem Bezirke des Punktes x = a conver- 
giren (die mit negativen Exponenten abgesehen von x = a). Man hat 

(4.) log£ = -^-log(x-a), ^ = (a'-a)^ = e^^^'''""', ^ = e^»^^ 

1 
Wenn man nun in die m Integrale (2.) für t die Grösse (x—ä)^ einsetzt 

und in den Entwickelungen von w, r, w in (1.) übereinstimmend denselben Werth 

von ^ aus (4.) nimmt, so erhält man m Integrale von F^(y, w, t?, tr, x) = 0. 

Werden alsdann in diesen m Integralen successive 0, 1 bis R—1 Umgänge 

in positiver Richtung um x = a vorgenommen , so erhält man für jede der 

R Combinationen der Zweige von Uy v, w des Complexes ein System von m linear 

unabhängigen Integralen von F^(y, u, v, w, x) = 0^ deren Ausdrücke wenigstens 

in dem Bezirke des Punktes x = a gelten. Diese Ausdrücke gehen aus (2.), 

(3.), (4.) hervor, wenn man dort und übereinstimmend in den von (x—a)^ ab- 
hängenden Entwickelungen von u, v, w in (1.) für ^log(a?— a) setzt 

1 B! 

(5.) ;n-log(a:--a)+-^27if, (ä' = o,..., ä-i) 

IL Die den auf einander folgenden R Combinationen der Zweige 
in I. zugeordneten Integralsysteme von F,„(y, u, v, ir, a:) = seien durch 
iSu, iSi bis Sr^i bezeichnet. Dieselben sind so beschaffen, dass durch einen 
Umgang um o: = ö in positiver Richtung iS„ in S^^ S^ in Sj etc. S^^j in Sr_i 
Übergeht. Nach /2-maligem Umgange kommt man auf die ursprünglichen 
Coefficienten der Differentialgleichung zurück, daher geht Sä_i nach ein- 
maligem Umgange in ein System über, welches homogen und linear mit 
constanten Coefficienten durch S^^ auszudrücken ist. Man erhält diese Aus- 
drücke, wenn man in dem Integralsysteme (2.) von Grn{yfU,f)ytD,^=^Q 
einen einmaligen Umgang in positiver Richtung um ^ = vornimmt und 
das Resultat durch die ursprünglichen Integrale von 6.» = ausdrückt. Bei 
dem Umgange um x^ a in negativer Richtung geht Sr_^ in 5^-2, Sr^2 in 
jSä_3 etc. Si in So über. S^i geht in ein System über, welches linear und 
homogen mit constanten Coefficienten durch Sji_^ auszudrücken ist. Man 
erhält diese Ausdrücke, wenn man in dem Integralsysteme (2.) von 
Gmiy^ w, Vy «?, S) = einen einmaligen Umgang in negativer Richtung um 
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^ = vornimmt und das Resultat durch die ursprünglichen Integrale von 
G^ = ausdrückt. 

III. Ein beliebiger Kreis in der einblättrigen oj-Ebene, innerhalb 
dessen ausser x = a kein singulärer Punkt liegt , sei durch C bezeichnet 
Dem Gebiete dieser Werthe x in einer fi-blättrigen Windungsfläche um a 

entspricht vermöge (x—a)'^ =^ ein einfach zusammenhängendes Gebiet Z 
in der einblättrigen ^-Ebene , innerhalb dessen der Punkt ^ = liegt und 

welches durch Drehung um den Punkt S = und um den Winkel -^ in 



2ni 
n 



sich selbst übergeht. Die Punkte ^ und ^e ^ , wo » eine beliebige ganze 
Zahl ist, gehören daher diesem Gebiete Z gleichzeitig an. Die algebraische 
Function u (No. 2) für die Werthe x auf einer i-blättrigen Windungsfläche um a 
und in dem Kreise C ist eine einwerthige und stetige Function der Variablen 



iy = (a:— a)^. In dem Gebiete von rj bleibt die Grösse ^^ = (a;— o)^, wäh- 
rend ^ in dem Gebiete Z bleibt; ebenso also die Grösse ^^e ^ . Wird 



271» , 

■zr-nL 



daher für rj gesetzt ^^ oder t^e '^ , so ist in beiden Fällen u als Function 
von t einwerthig und stetig in dem Gebiete Z. Entsprechend bei v und w. 
Demnach bleiben in diesem Gebiete abgesehen von ^ = die Coefßcienten 
von Gm(y, u, «, to, (!•) einwerthige und stetige analytische Functionen 
und werden für ^ = in endlicher Ordnung unendlich. Daraus folgt flir 
die Grössen cp in den Integralen (2.) von G^ = — in einer Gruppe von 
Integralen, in ^welchen sich die Exponenten nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, folgt dieses successive vermittelst der linearen Relationen zwischen 
den Factoren der Logarithmenpotenzen — , dass diese Grössen (p in dem- 
selben Gebiete Z abgesehen von ^ = einwerthige und stetige analytische 
Functionen sind. 

Der Kreis C sei durch eine lineare Substitution flir a:, a: = ^(^), con- 
form auf den Kreis in der ^-Ebene um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1 abgebildet , so dass dem Punkte x=^a der Punkt 1 = 0, 
einem Punkte a? = 6 auf der Peripherie von C der Punkt f = 1 entspricht. 
Diese lineare Substitution sei 

(6.) x-a = -j-^. 
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daher 

(7.) (H.ß|)(i_^(a:_o))= 1. 

Dem Gebiete der Werthe x iu dem Kreise C und in einer Ä- blättrigen 
Windungsfläche um a entspricht vermöge 

(8.) (x-ar = -^-^-, 

Ci+ß|)«" 

WO die Constante A^ einer der R Werthe dieser Wurzel, (l+ß|)^ = 1 
flir ^ = 0, das Gebiet der Werthe S in dem Kreise um ^ = als Mittelpunkt 
mit dem Radius 1 und in einer Ä-blättrigen Windungsfläche um f = 0. Wird 

(9.) F = £, 

gesetzt, wodurch man für ^^ das Gebiet in der einblättrigen ^^-Ebene in 
dem Kreise um den Punkt ^i = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 erhält, 
so entsprechen den Punkten dieses Gebietes wechselseitig eindeutig die 
Punkte des oben genannten Gebietes Z in der einblättrigen ^- Ebene. Es ist 

(10\) t = ^ ^ . , 



(lo^) ^^ = 






.i(i- -«-ä«f 



A 

Die Grössen (p in (2.) sind demnach in dem Kreise um ^i = als Mittel- 
punkt mit dem Radius 1, abgesehen von ^i==0, einwerthige und stetige 
Functionen von tv Femer ist 

(11.) logC = log^,+log(^"^)-^log(l+ß^f) 

und hieraus 

r 

(12.) r = e^'»"^' = — ^^^- . 

Die Aasdrücke (2.) gehen alsdann in solche der Form 

ja»-«,), 
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ttber, wo die Functionen t// in dem Kreise am ^i = als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1, abgesehen von ^i = 0, einwerthige und stetige analytische 

Functionen von ^^ sind. Wird fUr ^i die Grösse ^^ in die Entwickelung 
einer Function xp durch eine Potenzreihe eingesetzt, so zerfitUt diese Ent- 
wickelung in eine solche der Form 

1 Ä— 1 



(14) ?P®+^i(^)^'^+-+^/e-x®l ^ , 

wo die ?P nur Potenzen von | mit ganzzahligen Exponenten enthalten und 
diese Reihen in dem Kreise um ^ == als Mittelpunkt mit dem Radius 1 
(abgesehen von ^ = 0) convergiren. 

Wird nun in (13.) und (14.) wieder x in dem Kreise C eingeführt, 

so bestimmt sich I aus (7.), ^^ aus (7.) und (8.), log^i und t[ aus (7.), 
(11.) und (12.), logS und f aus (4.). Wendet man nun die Substitutionen (5.) 

für -K^\og(x—a) an, so ergiebt sich aus (13.) und (14.) die Darstellung der in I. 

genannten m Integrale von Fj,^(y, u, Vy w, x) = für jede der R Combinationen 
des Complexes in dem Gebiete von x innerhalb des Kreises C. 

In die Ausdrücke (13.) sei für ^i wieder ^ gemäss (9.) eingeführt. 
Es ist 

(15.) log^i = ^log?, t.=^e^'''\ ^; = e^»o«^ 

die Grösse ^logl bestimmt sich aus (11.) und (4.). Den Ausdrticken (5.) 
entsprechen gemäss (11.) die Ausdrücke 

1 R' 

(16.) ^IOg^+-^27li. (Ä' = n, ..., Ä-i) 

Setzt man letztere Ausdrücke in die Ent Wickelungen an Stelle von -ö^ogS 

ein und nimmt den Werth von ß' mit dem in (5.) übereinstimmend, so er- 
hält man aus (13.) und (14.) für jede der R Combinationen die Darstellung 
der m vorhin genannten Integrale von | abhängig in dem Kreise um ^ = 
als Mittelpunkt mit dem Radius 1. Nun seien bei dem Punkte x =^ b auf 
der Peripherie des Kreises C, der in der linearen Substitution (6.) dem 
Punkte 1=1 entspricht, ebenfalls die Integrale von F^(gyUyVyW,x)=^0 
aufgestellt. Dann sei durch die lineare Substitution (6.) in gleicher Weise, 
wie vorhin, für x—b die Grösse $—1 in die Darstellung der Integrale ein- 
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geführt. Diese von ^—1 abhängige Darstellung der Integrale gilt in dem 
Kreise um § =^1 als Mittelpunkt, welcher durch den dem Punkte ^ = 1 zunächst 
gelegenen der Punkte ^ hindurchgeht , die vermöge der linearen Substitution 
(6.) den in No. 1 fixirten singulären Punkten x in F„, = entsprechen. Diese 
beiden Kreise in der ^- Ebene haben ein Gebiet gemeinschaftlich, innerhalb 
welches die bezüglichen Entwickelungen bestehen. Diesem gemeinschaft- 
lichen Gebiete entspricht ein gewisses Gebiet von x. Ein bei x=^ a auf- 
gestelltes Integral von F« = 0, in letzterem Gebiete betrachtet, gehört dort 
einem der in No. 1 genannten, durch Combination der Zweige von u, v, w 
hervorgehenden aßy Bereiche an und wird durch eine homogene lineare 
Verbindung mit constanten Coefficienten der in diesem Bereiche geltenden 
bei a? = 6 aufgestellten Integrale ausgedrückt. Diese lineare Verbindung, 
die in einem Gebiete von x besteht, gilt in dem entsprechenden Gebiete 
von ^. Um die m Constanten zu bestimmen, wird dann die lineare Rela- 
tion (m— l)-mal nach | diflferentiirt und das System von m linearen Gleichun- 
gen nach den Constanten aufgelöst. Einer der beiden Punkte a und b, 
oder beide, können auch nichtsinguläre Punkte sein. Wenn dann der Kreis 
C so gewählt ist, dass auf der Peripherie überhaupt kein singulärer Punkt 
liegt, so convergiren die Entwickelungen der bei a? = o aufgestellten Inte- 
grale, nachdem die Grösse ^ eingeführt ist, über den Kreis um | = als Mittel- 
punkt mit dem Radius 1 hinaus, und die Bestimmung der Constanten kann 
in dem Punkte 1=1 selbst vorgenommen werden. 

IV. Bei o: = oo wird ^ = -r gesetzt; 

Pm{y, U, V, W, X) = (-0"K(y, W, f>, U), t). 

Wenn die höchste Potenz von x in der Gleichung von u die Ate, in der 
von f? die /rte, in der von w die /te ist, so bleibt t^u = «', /*© = v, Vw = u>' 
endlich bei / = 0. Dann tritt, wenn u\ f>\ %o' eingeführt sind, dieselbe Be- 
handlung wie in I. bei dem Punkte im Endlichen ein. In den Entwicke- 
lungen der Integrale ist dann für t wieder - zu setzen. Diese Entwicke- 
lungen gelten in dem Bezirke von x = oo^ nämlich in dem Gebiete ausser- 
halb des Kreises um x = als Mittelpunkt durch den entferntesten im 
Endlichen liegenden singulären Punkt. 

Um ein Integral bei x =^ oo mit den Integralen desselben Bereiches 
(No. 1) bei einem Punkte x^ im Endlichen, oder umgekehrt eines der 
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letzteren Integrale mit denen bei x = oo unter Anwendung des Verfahrens 
in III. in Zusammenhang zu bringen, sei der Punkt x^ ausserhalb eines 
Kreises gelegen, innerhalb dessen alle Übrigen singulären Punkte im End- 
lichen sich befinden. Wenn innerhalb dieses Kreises der Nullpunkt liegt, 

und ^ = -r gesetzt wird, so liegen die Punkte / = — und / = — innerhalb 

eines Kreises, ausserhalb dessen die Punkte / sich befinden, die den übrigen 
singulären Punkten x entsprechen. Wird jetzt in III. t an Stelle von x 
gesetzt, so sind die dortigen Betrachtungen anwendbar. Der Punkt / = 

kann zum dortigen Punkte a, der Punkt / = — zum Punkte b genommen 

werden, oder der Punkt / = — zum dortigen Punkte a, der Punkt / = 

zum Punkte b. Im ersten Falle wird die lineare Substitution t = f(ß) auf 
die von t abhängenden Entwickelungen bei / = angewandt und die Sub- 
stitution — = f(ß) auf die von x abhängenden Entwickelungen bei a?«. Im 

zweiten Falle wird die lineare Substitution = /*(!) auf die von x 

X Xq 

abhängenden Entwickelungen bei Xo angewandt und die Substitution t =/*(5) 

auf die von t abhängenden Entwickelungen bei / = 0. Wenn innerhalb des 
vorhin genannten Kreises der Nullpunkt nicht liegt, so ist x=^C'{'y zu 

setzen, wo c ein Punkt innerhalb dieses Kreises, 7" = ^+-w-, für /' tritt die 

frühere lineare Substitution ein, woraus sich für x und / lineare Substitutionen 
ergeben, die auf das frühere Verfahren zurückführen. 

V. Durch die singulären Punkte sei eine in sich zurücklaufende, 
sich selbst nicht schneidende Linie gezogen. Dann sei in einem der beiden 
dadurch erhaltenen Gebiete von x^ in jedem der durch Combination der 
a Zweige von Uy der /? Zweige von c, der y Zweige von u> erhaltenen 
aßy Bereiche, ein Integralsystem von F^{yyUyV,u>,x)=^Q von der in I. 
angegebenen Beschaffenheit aufgestellt, wobei in jedem einzelnen Complex 
in den Entwickelungen der Zweige und übereinstimmend in dem Ausdrucke 
der den Combinationen des Complexes zugehörigen Integrale der Loga- 
rithmus fixirt wird (vgl. No. 2 Schluss). Nun seien die in II. angegebenen 
Substitutionen für den Umgang in positiver und negativer Richtung bestimmt. 
Um die Substitutionen für den Uebergang in jedem der aßy Bereiche von 
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einem singnlären Punkte zu einem anderen zu ermitteln, werde das Ver- 
fahren in III. zu Grunde gelegt, wobei nichtsinguläre Punkte, zu denen 
die Uebergänge gemacht werden, eingeschoben werden können. Der Ueber- 
gang von einem bei einem nichtsingulären Punkte aufgestellten Integral- 
systeme zu dem nächsten singulären Punkte und umgekehrt geschieht auf 
dieselbe Weise. Durch Zusammensetzung dieser Substitutionen ergiebt sich 
dann das Resultat der Fortsetzung der Integrale von einem Punkte aus auf 
irgend einem Wege zu einem anderen Punkte. 

4. 

Nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 

Die nichthomogene lineare Differentialgleichung 

(1.) F^(y, «I, f), w, x) == q 

sei zu behandeln, wo der homogene lineare Differentialausdruck F„,(tf^ u, t?^ a?, x) 
der in der vorigen Nummer angegebene ist, der zweite Theil q diejenige 
Beschaffenheit haben soll, die in der Abhandlung des Verfassers Bd. 107 
dieses Journals über nichthomogene lineare Differentialgleichungen voraus- 
gesetzt ist. Die singulären Punkte (No. 1) sind ausser denen in F„, = 
diejenigen, die von dem zweiten Theile q herrühren und in der genannten 
Abhandlung No. 1 angegeben sind. Dieselben treten in endlicher Anzahl 
auf. Der Bezirk eines singulären oder nichtsingulären Punktes a?u ist der 
Kreis in der einblättrigen x-Ebene um a:„ als Mittelpunkt durch den nächsten 
singulären Punkt. Der Bezirk des Punktes a? = oo ist das Gebiet ausser- 
halb des Kreises um o; = als Mittelpunkt durch den entferntesten im End- 
lichen liegenden singulären Punkt. Nach den über die Grösse q 1. c. ge- 
machten Voraussetzungen stellt sich diese Grösse bei dem einzelnen (singu- 
lären oder nichtsingulären) Punkte als homogene lineare Verbindung mit 
Constanten Coefficienten von linear unabhängigen Ausdrücken qi bis q^ dar, 
von denen der einzelne Ausdruck die Form eines Integrales hat, welches 
bei einem singulären Punkt einer homogenen linearen Differentialgleichung 
mit in der Umgebung dieses Punktes einwerthigen Coefficienten entwickelt 
ist, und bei welchem die Exponenten in der Entwickelung sich nur um 
ganze Zahlen. unterscheiden. Daher sind die einzelnen Differentialgleichungen 
Fm = qi bis F^ = q^ zu betrachten. Durch die singulären Punkte sei eine 
in sich zurücklaufende, sich selbst nicht schneidende Linie gezogen, dann 
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ist in einem der beiden hierdurch hervorgehenden Gebiete von x und für 
jeden der durch Combination der a Zweige von u, der ß Zweige von t?, 
der / Zweige von w entstehenden aßy Bereiche^ während q^ eine und dieselbe 
Grösse bleibt, bei dem einzelnen singulären Punkte ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung F^ = 9a (a = 1, . . ., p) aufzustellen. Wird zu diesem Integral 
das vollständige Integral von F» = bei diesem Punkte addirt, so ergiebt 
sich das vollständige Integral von F^ = q^ bei demselben Punkte. Bei der 
Fortsetzung der Integrale von einem Punkte zu irgend einem anderen geht 

die Grösse qa bei dem einen Punkte in einen Ausdruck Ci^iH hc^q^ über, 

wo die Grössen q sich auf den anderen Punkt beziehen, die c bekannte 
Constanten sind, und ein Integral der Differentialgleichung F^ = qa bei dem 

einen Punkte in ein solches der Differentialgleichung F^ = Ci^iH hc^?^ bei 

dem anderen Punkte über, deren vollständiges Integral bei diesem Punkte 
alsdann bekannt ist. 

I. Wie in No. 3 I. sei bei dem singulären Punkte a; = ö ein Complex 
von R zusammenhängenden Combinationen der Zweige von u, v, u> heraus- 
genommen, alsdann x—a = X>^ in die Differentialgleichung eingeführt. Es 
wird gemäss No. 3 (1.) 

(dx N"*"* 

Der zweite Theil q^ (a= 1, ..., p) ist ein Ausdruck der Form 

(3.) (x-ayf(x^a, log(a:-a)), 

wo f eine ganze rationale Function in Bezug auf log (x—a) mit Coefficienten, 
die durch Potenzreihen in Bezug auf x—a mit ganzzahligen Exponenten 
darstellbar sind. Hier ist (a?— a/ = e^**'«^^*"''^, alsdann log (x—a) in q^ (3.) 
in Uebereinstimmung gebracht mit log(a:— a) in No. 3 (4.) in den Ent- 
wickelungen von u, v, fv, die in No. 3 (1.) enthalten sind. Durch 

Einführung von -^log(x— a) = log^, x— a = ^^ wird (3.) 

(4.) t'-f(t^ ÄlogS), 

und es ist die nichthomogene Differentialgleichung zu behandeln 

(5.) G„(y, «, r, w, t) = (-^J^''H^(jC'^, mögt). 

Ein Integral dieser Differentialgleichung sei ermittelt (vgl. No. 7). Dasselbe 
soll die Form der Ausdrücke No. 3 (2.) haben, wo alsdann die Exponenten 
in den Entwickelungen sich von oR nur um ganze Zahlen unterscheiden 
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können. Diese Entwickelangen gelten in dem Kreise um ^ = als Mittel- 

pnnkt mit dem Radius / ^ ^ wenn / der Radius des Bezirkes von a; = a in 
der Differentialgleichung F,« = q ist. Wird nun für logS wieder -^log(j:— a), 

5 = (a?— a)^ gesetzt, so erhält man ein Integral von F^(y, ii, r, ir) = ga? 
welches in dem genannten Bezirke von x = a gilt. Ein solches Integral 
sei flir jede der Differentialgleichungen F^^^q^ (a = 1, ..., (>) aufgestellt und 
durch j(^ (a = 1, . . . , (>) bezeichnet. Die hier in Betracht kommenden Grössen 
q^ sind so beschaffen, dass diejenigen, deren Exponenten sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden , durch einen Umgang um o; = a in eine homogene 
lineare Verbindung mit constanten Coefficienten derselben Grössen übergehen. 
Eine solche Gruppe werde durch qi bis q, gebildet. Durch Ä'-maligen 
Umgang um x = a in positiver Richtung gehe q^ («=!...«) über in 

(6.) cif>9,4-4^'^?2 + -+e>9-, 

durch Ä'-maligen Umgang in negativer Richtung in 

(7.) cir^'>?i+cj;r^'>?2+-+cir^'^?. 

Der Ausdruck 

(8.) ci7^'Vi+ci7^'^ff24--+d-^'V. 

erfüllt die Differentialgleichung 

(9.) F,Xy, II, V, iv, x) = cir^'^?t+-+ci7^'>g,. 

Hier wird nun ein fi'-maliger Umgang um x^a in positiver Richtung vor- 
genommen. Das Resultat in y„ werde durch yi^'^ bezeichnet, das Resultat 
in F„»(y, w, f> ta, a?), wobei u^ v, w in Betracht kommen, durch F^(y, w, f>, w, x)^.. 
Diese Resultate gehen hervor, indem in den Entwickelungen von y„, u, r, w 
an Stelle von log(a:— ö) tritt log(a:— a)+Ä'27ii. Alsdann ergiebt sich aus 
(8.) und (9.), d(i88 der Ausdruck 

(10.) cir'"^yr+ci7*'V^/H-+ci7*'Vr' = T^R-, (-=> •) 

die Differentialgleichung 

(11.) F^{y, u, t?, IT, a;)«, = q^ 

befriedigt, wo F^(y, u, v, w, x)r. (ß! = 0, . . ., ß— 1) rfte Bedeutung hat, dass in 
F^(y,UyV, Wyx) (2.) die aufeinander folgenden R Combinationen der Zweige 
des Complexes gesetzt sind, da diese durch den Ä'-maligen Umgang um 
0? = a für Ä' = bis ß-1 erhalten werden. Für Ä' = fällt der Ausdruck 
(10.) mit y^ zusammen. 
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IL In den Integralen (10.) T^r, (ß' = 0, ...,fi— 1) soll der Umgang 
um x=^ a in po8itif>er Richtung gemacht werden. Es geht T^r, über in 

(12.) cir^'Vr"-^^+^ir^'^#'"-'^+-+e^'>y,^ 

Dieser Ausdruck ist, da 

(13.) ciT''' = cii>cL-^'-^>+ci^^^r^-^>+---+cii>cJr^'-> 

gleich 

und ergiebt das Resultat des Umganges in T^r, für R' = bis Ä— 2. 
Für R = ß— 1 sind in (12.) die Grössen y[^^ bis y\^^ durch die Integrale 
von F„,(fj, Uy f>,u)yx)=^ q^ (a = 1, . . ., s) auszudrücken. Nun ist 

(15.) y[^' = cif>y, + 4fy3+-+4^^y,+co„ 

wo co^ ein homogener linearer Ausdruck mit constanten Coefficienten der 
Integrale von F^ = ist. Man erhält den Ausdruck (15.) und damit co^, wenn 
man in y,, welches von ^ abhängt, einen einmaligen Umgang in positiver 
Richtung um ^ = macht. Da nun y^ = T^, und 

(16.) c!;i> = cL7^+^>c$f + ci7^^^^cif>+...+cf-'^^^^cif, 

so ergiebt sich, da^s T„r_i durch einen positiven Umgang übergeht in 

(17.) ca'r.„+cU^n,+-+c<i>r„+c(r*-^"a,,+...+cir''^'>ü,.. 

In gleicher Weise findet man für den Umgang um x = a in negaliver Richtung, 
anter Hinznziebang der Relation 

(18.) c!ir«'> = cir'>c<r'''+'^+c!.7"4-'"^"+-+d-'^cir*'+'*, 

dass T^R, (ß! = 1, ..., Ä— 1) übergeht in 

CI"v ^«1 -*l,Ä'-ll^»t^ •'2,Ä'-l4""* + Cn* ^s^R'—l» 

Um in T„o d, h. in y„ den Umgang um x = a in negativer Richtung zu machen, 
wird zunächst in y„ ein ß- maliger Umgang in negativer Richtung vor- 
* genommen, wodurch sich ergiebt 

(20.) cir^)y^ + c(-^)y3+... + 4-/^)y^+a;:, 

wo ü)'^ eine homogene lineare Verbindung mit constanten Coefficienten der 
Integrale von F„, = ist. Man erhält den Ausdruck (20.) und damit co^, 
wenn man in y„, welches von ^ abhängt, einen einmaligen Umgang in nega- 
tiver Richtung um ^ = macht. Wird nun in (20.) ein Ä—l-maliger Umgang 
um o: = a in positiver Richtung vorgenommen, so geht cd'„ in eine, dieselben con- 
stanten Coefficienten enthaltende, lineare Verbindung der in Nr. 3 1. aufgestellten 

7* 
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Integrale von F^(y, u, e, w, x)ji_i = tther, dieselbe werde durch (o!^^"^^ be- 
zeichnet, ya geht in yi^^^^ über, das Resultat ist der einmalige Umgang von 
y^ in negativer Richtung und wird, unter Benutzung der Relation 

(21.) ci7"> = cj^^>c{r"^^>+cir^Mr^-^^>+...+4-^>4^^^^^ 

gleich 

(22.) cir^^T,^-x+cl7^>r,,,_,+---+cL-^>T,,^.i+co:^^^ 

UI. In die in I. aufgestellten Integrale yi bis y^ wird statt x als 
unabhängige Variable S aus No. 3 III. unter Wiederholung der dort ge- 
machten Betrachtungen eingeführt. Man erhält dadurch die Darstellung 
dieser Integrale als von x abhängig in dem Gebiete des 1. c. durch C be- 
zeichneten, hier auf F^=^ q sich beziehenden Kreises und die Darstellung 
der Integrale als von | abhängig in dem Gebiete des Kreises um ^ = als 
Mittelpunkt mit dem Radius 1; ebenso erfolgt dem in No. 3 III. Gesagten 
entsprechend die Darstellung von Integralen, die von ^—1 abhängig sind, 
in dem Kreise um ^ = 1 als Mittelpunkt mit dem 1. c. angegebenen, hier 
auf F^^q sich beziehenden Radius. Und zwar gilt dieses Alles zugleich 
von den aus einem Integrale y durch /{'-maligen Umgang um o; = a her- 
vorgehenden Ausdrücken, die in I. durch y^^'^ bezeichnet sind. Daraus folgt, 
dass das Vorstehende auch in Bezug auf die in I. aufgestellten Integrale 
T^R, stattfindet, welche den R Combinationen des Complexes entsprechen. 
Um den Zusammenhang zwischen den bei ^ = und ^ = 1 aufgestellten 
Integralen auszudrücken, werden die m unbekannten constanten Factoren 
der eingehenden Integrale von F« = in derselben Weise wie in No. 3 III. 
angegeben ist, bestimmt. In Bezug auf die Integrale der Differentialgleichung 

Fm = q bei o: = oo, a? = — , « = gilt gleichfalls das in No. 3 IV. Gesagte. 

Alsdann erfolgt die Fortsetzung der Integrale von einem Punkte zu einem 
anderen, die bereits im Anfang dieser Nummer besprochen worden ist, unter 
Aufstellung derjenigen Substitutionen, die in No. 3 V. angegeben sind. 

(Fortsetzung folgt.) 
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lieber den Eisensteinschen Satz 
von der Irreductibilitat algebraischer Gleichungen. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



1/ie Beartheilang der Irreductibilitat einer algebraischen Gleichung 
ist von Kronecher auf die Ausführung einer endlichen Anzahl von Opera- 
tionen zurückgeführt worden, und damit wenigstens die Möglichkeit gegeben, 
die Irreductibilitat festzustellen, wenn auch in der Mehrzahl der Fälle das 
Verfahren meist unausführbar sein wird, und auch nur für ganz specielle 
Gleichungen werden die von den Herren Runge und Mandl gegebenen Ab- 
änderangen jenes Verfahrens leichter ausführbar sein. Wir besitzen bis 
heute nur in dem £«^ßfi«foti»8chen Satze ein Theorem, welches uns durch 
den blossen Anblick der Coefficienten der Gleichungen für eine umfassende 
Erlasse derselben die Irreductibilitat erkennen lässt und so die Möglichkeit 
bot, ohne jede Rechnung die Irreductibilitat der Kreis- und Lemniscaten- 
theilungsgleichungen festzustellen. Dasselbe lautet im wesentlichen fol- 
gendermassen : Wenn in einer ganzzahligen algebraischen Gleichung 

(1.) a„a:"+aiaj'*-* + a2ar"-'+-+ön-ia:+a, = 

alle Coefficienten mit Ausnahme des ersten durch eine Primzahl p, der letzte 
aber nicht durch p^ theilbar ist, so ist die Gleichung irreductibel. 

Um zu sehen, welche Stellung dieser Satz zu etwa noch aufzustellen- 
den andern, weitergehenden Irreductibilitätskriterien algebraischer Gleichungen 
einnimmt, ist es nöthig, die zum Beweise dieses Satzes unmittelbar sich 
darbietenden Schlüsse auf algebraische Functionen zu übertragen, welche 
durch die Gleichung definirt sein mögen 

in welcher (po(x)^ 9^i(^)? --m VnC^) ganze Functionen von x bedeuten, und 
wir werden so zu Ergebnissen geführt werden, die dem Kreise der von 
Kronecker, Dedekind und Web&r angestellten Untersuchungen angehören, 
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welche die Analogie zwischen algebraischen Functionen and algebraischen 
Zahlen zum Gegenstande haben. Zunächst ist nach Analogie des Satzes 
von der ganzzahligen Zerlegbarkeit rednctibler ganzzahliger Polynome 
leicht zu sehen, dass, wenn das Polynom der linken Seite der Gleichung (2.) 
die Zerlegung in ganze Polynome von y mit in x rationalen Coefficienten 
in der Form zulässt 

{fu{x)y^+n{x)y'^-'+-+Ux)){^^^ 
worin U{x)^ ..., f^{x)^ Pi)(x), ..., F^x) rationale Functionen von x 
bedeuten, oder, wenn f(x) und F(x) die kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
der Nenner der Functionen /ü(a:), ..., f„(x)^ resp. Fo(a:), ..., F^(x) dar- 
stellen, in 

9>o(ic)y'*+yi(a?)y""H--+y»(a?) 

f(x) *" F(x) 

worin tpo(x)^ ..., Xoix)^ ... ganze Functionen bedeuten, welche mit f(x) 
resp. F(x) keine gemeinsamen Factoren besitzen, für jeden Theiler a)(x) 
von f(x) die Gleichung (3.) in die Form gesetzt werden kann*) 

^ (o (x)G^(x, y)+G,(x, y) w(x)H^(x, y) + H^(x. y) 

f(x) ' FQc) 

^ w\x)G,H,+w(xXGJI, + H,G,)+G,H , 

f(x)F(x) 

worin die ganze Function Gi(x,y) von x und y nicht durch a)(x) theilbar 
ist; da aber vermöge der Identität (4.) ü)(x) als Theiler des Nenners auch 
im Zähler, daher in GiHi und somit auch in H^ enthalten sein muss, so 
ergiebt sich, dass Xo(x)i /i(^)? •••! Xy(x) durch f(x) und ebenso %(x\ 
t//i(a:), . . ., ^pfi(x) durch F(x) theilbar sind, und die Gleichung (3.) somit 
in die Form gesetzt werden kann: 

*) Wir beweisen den obenstehenden bekannten Satz aus später erkennbaren Gründen 
absichtlich auf rein algebraischem Wege, ohne denselben, wie es leicht möglich ist, aus 
dem Unendlichwerden der auf der rechten Seite von (3.) befindlichen Functionen von 
X herzuleiten. 



(4.) 
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worin die Coefficienten der Potenzen von y ganze Functionen von x sind, 
und somit der Satz besteht 

d(i88y wenn eine ganze Function (p(x,y) eon x und y in zwei in y 
ganM, in x rationale Factoren '^{x^y) und xi^^v) ^^Tlegbar ist, diese Zer^ 
legung sich auch durch in x und y ganze Polynome bewerkstelligen lässt, 
indem man 

setzt, worin f(x) und F(x) das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Nenner 
der Coefßdenten der Polynome tp(x, y), resp. x(^9 V) ^^^^' 

Mit Hülfe dieses Satzes von der Eigenschaft der Zerlegung reduc- 
tibler ganzer Functionen von zwei Variablen wird sich nun das folgende, 
dem Eisensteinschen Satze analoge Theorem leicht erweisen lassen: 

Wenn in einer algebraischen Gleichung 

(5.) /;,(a:)j,''+/-,(a:)y--^ + -+/:-i(a:)»+/nW = 0, 

in welcher /ö(a;), fi(x)^ ..., fn(x) ganze Functionen von x bedeuten, alle 
Coefßdenten mit Ausnahme des ersten durch einen Linear factor x—a, der 
letzte aber nicht durch (x—ay theilbar ist, so ist die Gleichung irreductibel. 
Wäre nämlich das Polynom der Gleichung (5.) zerlegbar, so dass 

( fo<ix)y-+fi(x)y^^'+-'+f^(x) 

= ((Po(ix)y^+(Pi(x)y''''+'''+(Pf,{x)X%{x)y'+^^ 

ist, worin nach dem oben bewiesenen Hülfsatze ^0(0?), . . ., (Pf,(x)^ 
\pnix\ ..., ^y{x) als ganze Functionen von x betrachtet werden dürfen, so 
würde aus 

nach der gemachten Annahme folgen, dass der Factor ar—a in y^(a;) oder 
in tpy(x)^ aber nur in einer von diesen beiden Functionen z. B. in ipy(x) 
enthalten sein wird; die Multiplication von ipy(x) mit dem Polynome 

yo(^)y''H hVfiQ'Ö liefert also als Coefficienten der y-Potenzen nur solche 

Functionen von x, welche a? — a als Theiler haben, die also von dem Polyome 
der linken Seite von (6.) weggenommen den Charakter des Restes, dass alle 
seine Coefficienten mit Ausnahme des ersten durch x—a theilbar sind, nicht 
ändeni. Daher muss also y^(a:).v^y_i(a;) als alleiniger Coefficient von y auf 
der rechten Seite von (6.) also der Annahme gemäss auch ipy_i(x) durch x—a 
theilbar sein; schliesst man so weiter, so enthielte endlich auch (Pft(x)%(x) 



(6.) 



(7.) 
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also tpo(pO döö Factor x— a, was anmöglich ist, da 

durch x—a nicht theilbar sein sollte, und es wäre somit der obige, dem 
Eisensteinschen Satze ftlr Zahlengleichangen genau analoge Satz bewiesen, 
den wir auch so aussprechen können: 

Jede algebraische Gleichung der Form 

-+(^-a)F,_,(x)y + (x'-a)F,(x) = 0, 

in welcher F^(a) und F„(a) von Null verschieden sind, ist irreductibeL 

Es wird nun für die folgenden Betrachtungen wesentlich sein, diesen 
Satz functionentheoretisch zu untersuchen, indem wir uns die Frage nach 
der Verzweigung der Riemannschen Fläche der durch die Gleichung (7.) 
definirten algebraischen Function im Punkte a vorlegen*). 

Setzt man die Gleichung (7.), welche f&r x = a n verschwindende 
Lösungen für y liefert, in die Form 

••-f(ai(a:—a)+--)y + (i/i(a:— «)+•••) = 0, 

in welcher Ou Qi^d Vi von Null verschieden sind, und substituirt in dieselbe 

so geht die Gleichung (8.) nach Potenzen von y und v geordnet in 

(10.) f(y, f?) = = J^it?+|Uiyf?+(Aiy't?+V2yf?')+...+(a„y'-^+Ciy"-'f?+-0+- 
über, und da für y = sich die einfache Lösung t? = ergiebt, ferner 

ist, so folgt nach bekannten Prineipien 
und somit nach (9.) 

(12.) X^-a = ^^yn + ff^^yn^^+g^yn^^+.„ 

oder durch Umkehrung 



(8.) { 



(13.) y = (--^) (x-ay +a,(x'-ay +a,(x--ay +.•>, 



*) Ich verweise auf die in der neunten Vorlesung meines Lehrbuches der Theorie 
der elliptischen Functionen auseinandergesetzten Methoden zur Untersuchung algebraischer 
Functionen. 
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worin der Coefficient von (a?— «)" von Null verschieden ist. Der Punkt a 
ist also jedenfalls ein fi-facher Verzweigungspunkt der n-blättrigen Riemann- 
sehen Fläche der durch die Gleichung (7.) definirten algebraischen Function, 
und dadurch allein schon die Irreductibilität erwiesen vermöge des Satzes*), 
dass eine algebraische Function irreductibel ist, wenn die Blätter der zu- 
gehörigen Riemann^chen Fläche sämmtlich durch Verzweigungsschnitte mit 
einander zusammenhängen — hier längs des von a durch alle n Blätter in 
die Unendlichkeit geführten Schnittes. 

Wir wollen aber auch umgekehrt beweisen, dass, wenn eine n-deutige 
algebraische Function, welche durch die Gleichung definirt sein mag 

(14.) ro(x)y^+ri(^)y''-'+-+rn-i(x)y+Ux) = 0, 

einen n-fachen Verzweigungspunkt a? = a besitzt, in welchem sie verschwindet, 
und in dessen Umgebung sie die Entwickelung besitzt 

(15.) y = mi(aj— «)" +iW2(^—«)" +--1 

worin mi von Null verschieden ist, diese Gleichung (14.) die Gestalt der 
Gleichung (7.) haben muss. Bezeichnet nämlich e eine primitive «te Ein- 
heitswurzel, so dass sich die n Zweige der algebraischen Function in der 
Umgebung von a in der Form darstellen 

1 J2^ 

y, = fWi(a:-a)"+ m2(x-ay+'", 



(16.) 



2 



yz = «»ii(a;— «)" + f^fW2(iP--a)" +•••, 

1 2_ 

yz = «^iWi(x~a)"+ €*fW2(ic— a)"+---, 



\yn = f"~' fWi (x - a) '»+ 6"'^— ^>fW2(x -«)"+..., 
80 werden sich 

yl+y2^ — h»n, yiy2+-+yn-iyn, . • ., yiyi'-yn^i^ — hya-..»« 

vermöge der Gleichung (14.) jedenfalls als rationale Functionen von x er- 
geben, die nach (16.) für o? = a verschwinden, während 

yi»2...»» = (~l)""'wXa?-«) + T2(a;-a)'+... 

ebenfalls eine für a: = « verschwindende rationale Function von x sein wird, 



*) Vgl. neunte Vorlesung S. 174. 
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welche jedoch den Factor x—a nur in der ersten Potenz enthält, wodurch 
also (14.) in (7.) übergeht, und wir können somit den Satz aussprechen: 

Alle n-deutigen algebraischen Functionen^ welche in x==a einen 
n-- fachen Versiweigungspunkt besitzen , in welchem sie den Werth Null an- 
nehmen*) , und in dessen Umgebung die Entwickelung mit dem Gliede (a?— «)" be- 
ginnt, und nur diese sind Lösungen von algebraischen Gleichungen der Form 

Fu(ix)y''+(x'-a)F,(x)y--'+(x'^a)F,(x)y^'''+-' 

- + (x^a)F„^,(x)y+(x-a)F,(x) = 0, 

worin fl)(aj), Fi(x), . . ., F^(x) ganze Functionen von x sind, von denen die 
erste und letzte für x == a nicht verschwinden. 

Wir erkennen somit, dass der Eisensteinsche Satz für Zahlengleichungen 
analog ist dem einfachsten Falle der für die Irreductibilität einer n-deutigen 
algebraischen Function hinreichenden Bedingung, dass dieselbe einen n- fachen 
Verzweigungspunkt a besitzt, in dessen Umgebung die Entwickelung mit der 

ersten Potenz von (a?— «)" beginnt**). 

Nach dem oben angeführten Satze der Functionentheorie wird aber 
jede ü-deutige algebraische Function, welche in x = a einen w-fachen Ver- 



*) Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass, wenn die n- deutige algebraische 
Function für x = a einen n- fachen Verzweigungspunkt besitzt, in welchem sie den 
Werth ß annimmt, die sie definirende Gleichung die Form haben wird 

K(^)(y-ß)''H^-ct)FXx)(y-ß)^-' + '''H^-a)Fn.^(x)(y--ß)+(^^ct)Fn(x) = 0, 

die nur durch Auflösung der Binome umzuschreiben ist. 

**) Aus dieser Analogie ist ersichtlich, weshalb der oben angeführte Satz nicht nur 
für reelle ganze Zahlen gilt, sondern in der schon von Eisenstein in seiner Arbeit über 
die Irreductibilität der Theilungsgleichung der ganzen Lemniscate ausgesprochenen fol- 
genden Form: „Wenn in einer ganzen Function F(x) von x von beliebigem Grade der 
Coefficient des höchsten Gliedes =1 ist, und alle folgenden Coefficienten ganze (reelle, 
complexe) Zahlen sind, in welchen eine gewisse (reelle resp. complexe) Primzahl m auf- 
geht, wenn ferner der letzte Coeflicient = em ist, wo e eine nicht durch m theilbare 
Zahl vorstellt; so ist es unmöglich F(x) auf die Form 

(xf+a^xf'-^ H f-OA.)C^*' + ^a;»'-^ + ... +by) 

zu bringen, wo fi und v^ 1, i^ + v = dem Grade von F(x), und alle a und 6 (reelle 
resp. complexe) ganze Zahlen sind; und die Gleichung F(x) = ist demnach irreductibel." 
Es mag hier noch bemerkt werden, dass die von Eisenstein gegebene Verallgemei- 
nerung „dass jede Gleichung mit ganzen Coefficienten irreductibel ist, in welcher, ausser 
dem ersten, sämmtliche Coefficienten durch //i, aber nicht sämmtliche durch m' theilbar 
sind" offenbar auf einem Irrthum beruht. 
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zweigangspunkt hat, in welchem sie verschwindet, gleichgültig mit welcher 

i_ 

Potenz von (x— «)" die Entwickelung derselben beginnt, irreductibel sein, 
und wir wollen sehen, ob wir durch die umgekehrten Betrachtungen wie 
die. oben angestellten, indem wir von den Gleichungen, welche algebraische 
Functionen dieser Art definiren, zu den Zahlengleichungen zurückgehen, zu 
Erweiterungen des Eisensteinschen Satzes gelangen können. 

Nehmen wir also zunächst an, die Entwickelung der n-deutigen, im 
Punkte x=^a verschwindenden, durch die Gleichung (14.) definirten alge- 
braischen Function habe in der Umgebung des Punktes a die Form 

r r-hl 

(17.) y = mrix-a)'' +mr+i(x'-a) " +..., 

in welcher r relativ prim zu n*) und m^ von Null verschieden ist, so wer- 
den sich, wenn s wieder eine primitive nte Einheitswurzel bedeutet, aus 

r r-Hl 

yi = m,(a;— «)'* + m^^., (a: — a) " +•••, 

r r-Hl 



y, = s'mXx-ct)'* +€"^'mr+,(x-a) " + 



r+l 



die Ausdrücke ergeben 



worin, wenn e\^-—) die grösste in — enthaltene ganze Zahl bedeutet, 
(18.) (J, = e(-^-) + l 



*) Die Voraussetzung, dass r relativ prim zu n ist, muss deshalb gemacht werden, 
weil, wenn dies nicht geschieht, aus der Form der Entwickelung (17.) gar keine Schlüsse 
für die Gestalt der die Function definirenden algebraischen Gleichung abgeleitet werden 
können, da die Zähler aller folgenden Exponenten ebenfalls mit n einen Theiler gemein 
haben könnten, und somit a gar kein w-facher Verzweigungspunkt der Function zu sein 
brauchte; würde man also r nicht relativ prim zu n annehmen, so müsste sich die 
Untersuchung auch auf die weiteren Glieder der Reihe erstrecken. 

8» 



(19.) 
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ist, und (pi(x\ <p2(x\ . . ., (fnip) rationale Functionen von x sind, von denen 
die letztere flir x = a nicht verschwindet, und es wird somit die algebraische 
Gleichung, welche die Function (17.) definirt, die Form haben 

worin Fo(a;), . . ., F^x) ganze Functionen von x bedeuten, für welche Fü(a) 
und F^{a) von Null verschieden sind. 

Wir wollen nun umgekehrt untersuchen, von welcher Form die 
Entwickelung einer jeden durch eine Gleichung von der Gestalt (19.) defi- 
nirten algebraischen Function in der Umgebung des Punktes x = a ist, für 
welchen die n Lösungen der Gleichung (19.) verschwinden, und zwar unter 
der Annahme, dass r zu » relativ prim ist, wobei wir des Folgenden wegen 
nicht, wie man es auch thun kann, durch eine Substitution zur früheren 
Gleichungsform übergehen, sondern den in allen, auch den späteren complicir- 
teren Fällen durchführbaren functionentheoretischen Weg einschlagen wollen. 

Entwickelt man — in den elementaren Kettenbruch 



(20.) 



1 



li - *■*">. +1 



r, + l 



■• + 1 



r^-i + l 



SO dass die Beziehungen bestehen 

r = kn+Q, 



(21.) 



n = fip+pi, 
9 = r2pi+p2, 



£-2 — r^pff— 1, 

für welche p<C«, Pi < P^ P2<Pi, ..., p«-2<pf_3 und p,_i = 1 ist, da r 
zu n relativ prim angenommen wurde, und macht auf Gleichung (19.) die 

Substitution 

y 



(22.) 



{x--af ~" ^' 
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SO ergiebt sich die Gleichung 

oder, wenn man beachtet, dass 

(23.) n^ = S,-pk = e(^)+l-pe{^) 

stets eine positive ganze Zahl ist, durch Division mit (x— «)"* 

(a^,+ai(x—tt) + —)v'+(b,,(x-a)'^-}-bi(x-a)i'+'+-)v—^+- 

(24.) ! ...+(„„(a;-a)''-«+.„,(a;-«)'"-'+" + ...)t, 

+(y„(cr-a)f+»',(x-a)?+'+-) = 0, 

worin Ou und v» von Null verschieden sind. Da diese Gleichung wiederum 
für X = cc die n gleichen Lösungen v = liefert, so setze man in (24.) 

(25.) ^ = «^ 

und erhält 

(a„+ait?'''ir+---)«'"+(*o+6i«'''M?+--0<''"""*"""*«^''' 

(26.) j +((\, + CiV'^U)+''')f>'''^'^-'w'^' + '- + (jU^,+ILL,e^^ 

oder durch Division mit f?'^»^ mit Berücksichtigung von (21.) 
f (au+öif?'''tt?+--0<'^'+(*o+6it?'"'M?+---)t?''''''""^'^^'ir''' 
(27.) j +(c,,+Ci v'^w + . . .) t?^'^^-'-*-^'tr'^-'+ . . . +(ii^o+l^if>"'fc + • • .) ^^'''''-i-^^-'^+^'tr'-^ 

Nun ist aber leicht zu sehen, dass die ganzen Zahlen 

(28.) fiiyi-l+pi, rii/2-2 + p„ . . ., r^rj^-i—in-Vj+Qi 

sämmtlich positiv sind; denn da vermöge (23.) fttr p = 1, 2, ..., »— 1 mit 
Benutzung von (21.) 

ist, so wird, wenn 

p = mri + a 

gesetzt wird, worin a<Cri und wegen w = pri+pi, worin pi<Cp<Cw^ 
vermöge (21.) 

r,%-p+(, = '•,K-=^)+lj-(™r.+.)+p., 



I 



(30.) 
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und hieraas die Behauptung unmittelbar ersichtlich. Sind aber die Aus- 
drücke (28.) sämmtlich positive ganze Zahlen, so liefert die Gleichung (27.) 
für f? = () verschwindende Lösungen für w, da Vo von Null verschieden 
war, und setzt man jetzt wieder der Gleichung (25.) analog mit Rücksicht 

auf (21.) 

so ergiebt sich eine Gleichung der Form 

(aü+ ai fi?'"''''^^ IT? + • • •) fi?''^' irf • 

+(6ü+6itr'"»''"*"'tr?+--0tr"'^'''''~''^^'^"^'''«r?'''-'+^' + 

+(^()+^i«''"''''"^'t^f+-)«''''^''^^' = 0, 

welche durch ir'"'*» dividirt wieder wie vorher positive ganze Exponenten 
der Variablen besitzt und somit, da Oo von Null verschieden ist, für tr = 
Qi verschwindende Lösungen flir iti liefert. Fährt man in derselben Weise 
fort, so wird sich, da die Grössen Qy q^^ q2^ ... abnehmen, und schliesslich 
p^i = 1 war, endlich eine Gleichung von der Form ergeben 

•••+(n+>'itt?fL2trf'_i + --) = 0, 

welche für ir,_2 = einen einfachen endlichen von Null verschiedenen Werth 
für fr,_i liefert, so dass für diese letztere Variable in der Umgebung des 
Nullpunktes die Entwickelung besteht: 

(32.) fr^_i = 9(,+9itt?,_2+92tt?'-2+--, 

in welcher q^ von Null verschieden ist; aus der unmittelbar vorausgehenden 
Substitution 

(33.) -]^ = IT,., 

folgt also nach (21.) 

(34.) fr,_3 = qo^t!:i'+qifc!Ll'^' + - 

und weiter vermöge der Substitution 

(30.) -— ^- = f£?,_2 



(31.) { 
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die Entwickelang 

(36.) tr^_4 = 8utVeLl^+8iwlL'i^'^^+'" 

u. 8. w., bis sich 

(37.) IT = t,wtL2+hivtLV+'- 

und hieraus 

(38.) V = %,wU+UiWttl+- 

ergeben; ans (37.) nnd (38.) folgen aber endlich nach (25.) und (22.) die 
EntWickelungen 

(39.) x—a = aofr"_2+<yitrJ±J+--- 

und 

(40.) y = To<«2+i^it^Jli+--, 

in denen, da q^ von Null verschieden war, auch (Ty und t« nicht verschwin- 
den werden. Durch Umkehrung der Reihe (39.) erhält man nun 

_ JL JL -L 

(41.) fr,_2 = a,, "(iT-a)" +yi(a?-a)"+-- 

und danach aus (40.) 

r r r-f-l 



(42.) y = Toa, " (a;~a)" +v/i(a?-a) » +..., 

also die gesuchte Entwickelung, und es ergiebt sich somit der folgende Satz: 

Alle n-deutigen algebraischen Functionen ^ welche in x = a einen 

n^ fachen Verssweigungspunkt besitzen, in welchem sie den Werth Null an- 



r 
n 



nehmen, und in dessen Umgebung die Entwickelung mit dem Gliede (x—a) 
beginnt, worin r relativ prim zu n ist, und nur diese sind Lösungen von 
algebraischen Gleichungen der Form 

worin F„(x), FiQc), . . ., F„(x) ganze Functionen von x sind, von denen die 
erste und letzte für x = a nicht verschwinden — daraas folgt, dass alle Glei- 
chungen von der Form (43.) ^ wenn r zu n relativ prim ist, irreductibel sind. 
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Wir wollen nun jetzt nach der oben gefundenen Analogie die ganz- 
zahlige Gleichung bilden 

(44.) aoaJ"+p^"^ aia:*-'+p^-^ öbaj^-'+'-'+p " a.^iX+pX = 0, 

in welcher p eine Primzahl, r relativ prim zu n, Oo und a, durch p nicht 
theilbar sind, und dieselbe in Bezug auf ihre Zerlegbarkeit untersuchen. 

Gehen wir von der nach dem Ei^en^/etieschen Satze irreductiblen 
ganzzahligen Gleichung 

(45.) Af+pA^y^-'+pA,y'''''+-+pA,_,y^pA,, = 

aus, in welcher A^^ und A^ durch p nicht theilbar sind, und machen auf 
diese die Substitution 

(46.) X = f, 

worin r kleiner als »*) und relativ prim zu n, so werden die Coefficienten 
der resultirenden Gleichung nten Grades in y 

(47.) p,a:-+Pia:-^+P2a:*-^+-+^.-ia:+Pn = 

durch die Gleichungen bestimmt sein 

(48.) -^ = ±2x,x^...x, = ±2y\yl...yl = 2{p^^^J\p^J\..{p^y\ 

worin vermöge der bekannten Sätze von dem Gewichte und Grade sym- 
metrischer Functionen die positiven ganzen Zahlen ^i, ^, . . ., ,a„ den beiden 
Bedingungen unterworfen sind 

(49.) l./«^i+2.|U2-| Vn.^ln = Ir, 

(50.) /^i+iW2+- •+i«^n ^ r. 

Ist nun iL = 1, so sieht man aus den beiden Beziehungen 

1.^1+2.^-1- •+«./i^ = r, 

i«^i+/^2H h/W« ^ r, 

dass, wegen r < w, i^r = 1 gewählt werden kann, während alle anderen fi 

verschwinden, allgemein, wenn ar<in also e(-^) = ist, wird man das 
Bedingungssystem 

1.^1+2.^2+— + «iW« = ctr, 



*) Diese Annahme wird nur zur Erreichung grösserer Einfachheit des Beweises 
gemacht. 
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dadurch befriedigen können, dass man ^^=1, alle anderen fi gleich Null 
setzt, und es wird somit in der Summe der rechten Seite der Gleichung (48.) 
im allgemeinen auch ein Posten vorkommen, der p nur zur ersten Potenz 
enthält, also Pi, P2, . • •, Pa in die Form gesetzt werden können 

,(jl)+x ,(iL)+i ,(-)^, 



Ist nun (a+l)r>» und <C2«, so zeigen die Bedingungsgleichungen 

l..Ui+2.^2H \-n.u^ = («+1)^, 

dass nicht nur eins der /^ = 1 sein kann, während die übrigen verschwinden, 
sondern dass mindestens eines der ^ den Werth 2 und die übrigen den 
Werth Null oder zwei der fi den Werth 1 haben müssen, während die 
übrigen verschwinden, und dies wird ebenso für die weiteren Vielfachen 
(a+2)r, (a+3)r, ... gelten, so lange diese kleiner als 2n sind, in allen 
diesen Fällen werden im allgemeinen also die zugehörigen P Posten ent- 

« 

halten, welche sämmtlich durch p^ theilbar sind, aber keine Posten, welche 
nur p als Factor haben, so dass alle diese Coefficienten Pa+n ^«+2? ... in 
die Form gesetzt werden können 

P "a-fl? P "a+2) • • • ? 

fährt man in diesen Schlüssen fort, und bemerkt, dass 

P A" 

ist, worin A^ der Voraussetzung gemäss den Theiler p nicht mehr besitzt, 
so ist unmittelbar ersichtlich, dass die mit Hülfe der Substitution (46.) aus 
(45.) abgeleitete Gleichung die Form hat 

(51.) a^^x'^^rp^^ a^x''-''-\-p^'^^''\^^^^^ = 0. 

Nun lässt sich aber erweisen, dass diese Gleichung eine irreductible 
ist; denn angenommen, sie Hesse sich in ganzzahlige Factoren zerlegen, 
von denen ein irreductibler gleich Null gesetzt 

sein möge, worin v <.n ist, und habe dieser die Lösungen o^i, 0:^27 . * -^ ^y^ 
so wird durch Ausübung der Substitution (46.) dieselbe in die ganzzahlige 
Gleichung 

(53.) «u!^^^+«iy^''-^^''+-+«K-i»^+«. = 
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übergehen, deren Lösungen, wenn e eine primitive rte EinheitBwnrzel be- 
deutet, durch 

i.J_i_ L L L L _L 

•17^ , c «IUI , c «I/^ , • • • , c ^\ % «^2 1 *'^2 1 ^ X'i , * * * ) '' *^2 9 * * * ) 

i. ' J_ _L i_ 

dargestellt werden. Da aber die Gleichung (45.) eine irreductible war, also 
alle ihre Lösungen zugleich die Gleichung (53.) befriedigen müssen, so 
folgt, da v<^n^ dass zwei Lösungen der Gleichung (45.) sich nur durch 
eine multiplicatorische Potenz der Einheitswurzel € unterscheiden werden, 
oder dass zwischen zwei Lösungen yi und y^ die Beziehung stattfinden wird 

worin k<ir ist, oder dass nach (46.) die entsprechenden Lösungen der 
Gleichung (51.) x^ und xx einander gleich wären; dass dies aber nicht der 
Fall sein kann*), soll in folgender Weise gezeigt werden. Wenn zwei 
Lösungen der Gleichung (51.) einander gleich wären, so müsste die Discri- 
minante D dieser Gleichung verschwinden, welche bekanntlich die Form hat 

(M,.=.c(/v>•A)'.(/^)"A)'....(/-?^)«^)'-.(,.^)^ 

in welcher nach dem Satze von dem Gewicht der Discriminante die posi- 
tiven ganzen Zahlen ^i, . . . , ^„ den Bedingungen unterliegen 

(55.) l..^i+2.a2+...+(if-.l),a^_i+ii^„ = f>(«-l) 

und 

(56.) .^i+,w2+H-/*n-i+.^„ ^ 2(w-l); 

zunächst ist nun unmittelbar zu sehen, dass 

i^i = 0, ^ = 0, . . ., Un-\ = 0, u, = n-1 

diesen beiden Bedingungsgleichungen Genüge leisten, und dass also ein 
Posten der Discriminante lautet 



und also, da a. und Ou der Voraussetzung nach durch p nicht theilbar sind, 
dieser Posten der Discriminante durch p""^""^^ und durch keine höhere 



*) Dadurch wird also auch bewiesen sein, dass zwei Lösungen der irreductiblen 
Gleichung (45.) sich nicht nur durch die multiplicatorische Potenz einer rten Einheits- 
wurzel unterscheiden können. 
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Potenz von p theilbar ist. Bemerkt man aber ferner, dass nach Gleichung (55.) 

/"i+— r-i"j+^r-i"jH 1- , ^ i»,-i+-— -j", = r(«-l) 



n'n'^n n ■"' n 

und somit, wie anmittelbar zu sehen. 



(57.) 



(«(^)+l).«, + {«(^)+l)^+(.(^)+l)a. 



+ 



• •+ (e(-^^^^)+l)^n-i+rAi. ^ 



ist, so ist, da jeder Posten der Discriminante D nach (54.) durch eine Po- 
tenz der Primzahl p theilbar ist, welche durch die linke Seite der Un- 
gleichheit (57.) angegeben ist, der gesammte Ausdruck der Discriminante 
durch 1?'^^— ^> dividirbar, und es lässt sich daher die Gleichung, welche aus- 
drückt, dass die Discriminante verschwindet, in die Form setzen 

M+pN = 

worin M und N ganze Zahlen bedeuten, von denen die erstere von Null 

verschieden und durch p nicht theilbar ist, was nicht angeht — also kann 
die Gleichung (51.) nicht gleiche Lösungen haben und mu88 also nach den 
obigen Auseinandersetzungen irreductibel sein. 

Nun könnte man den Beweis dafür, dass jede Gleichung (51.) — 
und nicht nur die durch Substitutionen der Form (46.) aus (45.) abgelei- 
teten — irreductibel ist, wiederum mit Hülfe des Ausdruckes für die Dis- 
criminante herleiten, indem man unter der Annahme der Zerlegbarkeit des 
Polynoms (51.) den Satz benutzt, dass die Discriminante des Productes 
zweier Functionen gleich ist dem Producte der beiden Discriminanten mul- 
tiplicirt mit dem Quadrate der Resultante derselben, wir wollen jedoch an 
dieser Stelle den Beweis durch Zurückführung auf den EisensteimQ\ieji Satz 
zu geben suchen, und es wird genügen, denselben für eine Gleichung 5ten 
Grades durchzuführen, also zu beweisen, dass jede Gleichung der Form 

//-Vi /—Vi /—Vi /—Vi 

(58.) a,x'^p ^'^ ay+p ^ ' ^ a,x'+p ^ ' ^ a,x'+p ^ ' ^ a,x+fa, = 0, 
in welcher r eine der Zahlen 1, 2, 3, 4 und o,), ai, a^, ..., a^ beliebige 
ganze Zahlen bedeuten, eon denen die erste und letzte durch die Primzahl p 
flicht theilbar sind, stets irreductibel ist, wobei der Fall r = 1 durch den 
Eisensteinschen Satz erledigt ist. 

Sei zunächst r = 4, also die Gleichung vorgelegt 
(59.) ai^x^-j-pa^x^+p^üiX^+p^a^x^+p^a^x+p^as = 0, 

9» 
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80 ist nnmittelbar ersichtlich, dass dieselbe durch die Sabstitation 



(60.) 
in die Gleichung transformirt wird 



X = 



P 



(61.) 



(*sy^+p(**y*+pa3y^+p(hy^+paiy+p(h, = o, 



welche nach dem EisensteinBchen Satz stets irredactibel ist, und dies zieht 
die Irreductibilität von (59.) nach sich, da die Zerlegung von (59.) mit 
Hülfe der Substitution (60.) auch die Zerlegung von (61.) bedingen würde. 
Sei ferner r = 2, also die Gleichung zu untersuchen 



(62.) 



aoX^+paiX*+pa2^+p^(h^^+P^(^A^+P^(^5 = 0, 



so wende man auf (62.) die Substitution an 

(63.) y = x^ oder x = y*, 

so dass man erhält 

{€hy^+pchy^+p^a,y^) + {pa,y^+p'a,yi+p'as) = 0, 
und mit dem conjugirten Werthe multiplicirt 



a(V+2p (hi(h 



(64.) 



- pal 



y'+ f(^z 

+ 2^^0004 
— 2^^0103 



^^ + 2^^0204 



p*a\ 



—2p^aias 



y'+ p'al 
-'2p*chas 



y -p'al = 0, 



oder 



(65.) Ay'+pAy'+p'A,y'+p'A,y'+p'A,y+p'A, = 0, 

worin A^^ Ai^ ..., A^ ganze Zahlen bedeuten, von denen die erste und 
letzte nicht durch p theilbar sind. Da aber diese Gleichung nach (59.) 
irreductibel ist, so folgt wiederum die Irreductibilität von (62.), da eine 
Zerlegung dieser auch die Zerlegung von (65.) nach sich ziehen würde. 
Dass endlich auch für r = 3 die Gleichung 



(66.) 



a^yx^ -{-pa^x^ +p^ chx^ ^p^ a^x^ -\-p^ a\X-{'p^ as = 



irreductibel sein muss, folgt daraus, dass dieselbe durch die Substitution 



a? = — 

y 



in 



(^sy^+pa4y*+p(hy^+p'(hy^+p^cny+p'(h = 

also in die Form (62.) übergeführt wird. 
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Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass zum Beweise der Irre* 
ductibilität der Gleichung 



(67.) aoa:"+/^"^"^'aiX»-^+p 

worin r zu » relativ prim ist, nur die Substitution 



^ n y ^ /*•*«—* I I in ^ » ' 



ön-l^+pX = 0, 



(68.) X ^ r 

anzuwenden und der so erhaltene Ausdruck mit seinen den Potenzen 



jr—\ 



(69.) 



entsprechenden conjugirten Werthen, worin « eine primitive rte Einheits- 
wurzel bedeutet, zu multipliciren ist, um den Satz zu erhalten, 

dckss jede Gleichung der Form (67.) irreductibel ist. 

Aehnlieh werden sich aus der bekannten Verzweigung einer alge- 
braischen Function, mit Hülfe deren auf die Irreductibilität derselben ge- 
schlossen werden kann, durch die Form der dieselbe definirenden alge- 
braischen Gleichung nach der oben angegebenen Uebertragung analoge 
Zahlengleichungen aufstellen lassen, auf deren Nicht-Zerlegbarkeit man un- 
mittelbar wird schliessen können. Es mag genügen hier eine 6 -blättrige 
Riemanmche Fläche zu untersuchen, welche für a: = a und o: = /3 je 6 ver- 
schwindende Lösungen der zugehörigen algebraischen Gleichung besitzt, 
also flir letztere die Form verlangt 

+ (^j,^aXx'-ß)F,(x)ff + (x^aXx-'ß)F,(x)y' 

+ <ix-aXx-ß)Fs(x)y+(x^aXx-ß)F,(x) = 0, 

in welcher Fo(a) und Fo(/?) von Null verschieden sein sollen, und welche 
die Eigenschaft haben soll, dass sich im Punkte a dreimal je zwei Blätter, 
und im Punkte ß zweimal je drei Blätter verzweigen. Um zunächst die 
nothwendige Gestalt dieser algebraischen Gleichungen festzustellen, deren 
Lösungen in der Umgebung von a die Form haben werden 

»1 = '^i(x'-a)^+x^(x''a)i+'"^ 

y^ = -Xi(x-'a)i+x.^(X'-a)i , 

^3 = i^(a;_a)i-[-;,2(a;— «)*+••-, 

y* = -K(x'-a)i+l^(x-af-"', 

ys = .^i(a:~«)*+^(x-a)*+.-, 

»6 = -f^i{X'-a)^+fi.,(X'-a)^ , 



(70.) 
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(72.) 



und von denen angenommen werden soll, dass x^^ Aj, /i^ von Null ver- 
schieden sind, werde bemerkt, dass in der Umgebung von x = a 

(71.) -2*yiy2y3y4 = (a:-a)Y4(a?), ^yiy2yiy^ys = (x-aff^{x), 

yiy^ysy^y^ye = {x-aff^ix) 

wird, worin /i(a;), ^(a:), . . ., f^Qc) nach positiven steigenden ganzen 
Potenzen von x—a fortschreitende Reihen bedeuten, von denen f^(a) von 
Null verschieden ist; ebenso werden die Entwickelungen in der Umgebung von ß 

y^ = m,{x-ßf+ m2(a;-/?)*+- 

^3 = e''m,(x-ß)^+B'n^{x-ß)^+- 
y, = n,(x^ß)^+ n,(x-ß)i+" 
y, = ,n,(x-ß)^+ E'n,(x-ß)i+" 

in welchen 6 eine dritte Einheitswurzel bedeutet, und für welche wiederum 
angenommen werden soll, dass mi und Ui von Null verschieden sind, in der 
Umgebung von x = ß die Beziehungen liefern 

^yi = (x'-ß)(pi(i^)i ^yiyi = {p-ß)V'iis^\ ^yiyzyz = (x-'ß)(p^(x\ 
(73.) ^yiy2yiy* = (x-ßy(p^(x), ^yiyzyzy^ys^ (x-ßfcps^x), 

yiy2yzy^ysy6 = (^-Ä>c(^), 

worin <Pi(x)^ <P2(jx:)j ..., (feix) nach positiven steigenden ganzen Potenzen 
von x—ß fortschreitende Reihen bedeuten, von denen (peCß) von Null ver- 
schieden ist Fasst man die beiden Formen (71.) und (73.) zusammen, so 
erhalten wir den folgenden Satz: 

Alle sechsdeutigen algebraischen Functionen, welche für x = a und x = ß 
sechs verschwindende Werthe annehmen, für welche im Punkte a dreimal je 
zwei, im Punkte ß zweimal je drei Blätter zusammenhängen, und deren Ent- 
wickelungen in der Umgebung dieser Punkte mit den Gliedern (x—a)^ resp, 
(x—ß)^ beginnen, sind die Lösungen von Gleichungen der Form 

F.(x)y'Hx-^Xx-ß)Fi(x)y'+(x-aXx-(r)F.Xx)y' 

(74.) \ ^(^a^^a)\x^ß)F,{x)y'+{x^a)\x^ßyF,{x)r 

-\-{x--a)\x-'ßfF,{x)y+{x^a)\x^ßyF,{x) = 0, 



I 
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worin Fy(a;), Fi(x)^ ..., Fq(x) ganze Functionen von x bedeuten^ für welche 
F,y{a\ F„(/3), Fc(a), F^^ß) eon Null verschieden sind. 

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die durch 
Gleichungen der Form (74.) dargestellten Functionen die oben geforderte 
Verzweigungsart der zugehörigen ßtemannschen Fläche und die oben be- 
zeichneten Anfangsglieder ihrer Entwickelungen in der Umgebung der 
Punkte a und ß besitzen. 

Da in der Umgebung von x^^a die Entwickelung der Lösungen 
der obigen Gleichung die Form haben soll 

(75.) y^ = np(a;-«)*+r2^(ar-a)*+.-, 

worin die n^ fllr die Werthe p = 1, 2, 3, 4, 5, 6 von Null verschieden 
sein sollen, so wird sich durch Umkehrung von (75.) 

und somit ■ 

ergeben müssen; setzt man daher in (74.) 

(76.) x—a = y^/, 

so ist nach Division mit y^ t als Function von y durch die algebraische 
Gleichung gegeben 

\a,,+a,yH+-')+yt(a--ß+y'lXbu+b^yH+''')+ 

(77-)] +ytXa-^ß+y'tXd,+d^yU+'-)+(Xa^ß+yHy^^^^ 

. +yi'i<^-ß-\-fO\f^>+fiy't+-')+n^'-ß+ftn^^^ = 0, 

worin a^ und g'o der Voraussetzung gemäss von Null verschieden sein sollten; 
ergeben sich nun für y = drei verschiedene Werthe von t und zwar ein- 
fach, hat also die Gleichung 

(78.) go(ct^ßTt''\'e,(a-ßye+c,(a^ß)t+a,, = 

drei verschiedene nicht verschwindende Lösungen — was offenbar immer 
der Fall ist, wenn Co = ^u = 0, oder was dasselbe ist, wenn F2(a) = F^(a) = 
oder F2(x) und ^4(0:) den Factor x—a enthalten — , dann werden sich fllr 
die zugehörigen drei Werthe «i, /j? h die Entwickelungen ergeben 
(79.) /, = r^+r'^y+r-f+,.. 

und somit nach (76.) 

x-a = x^y^+T',y^4-'' 
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oder durch Umkehrung, wie verlangt, 

Da ferner in der Umgebung von x = ß die Lösungen der Gleichung (74.) 
die Entwickelung haben sollen 

worin die Si^ wieder von Null verschieden sein sollen, so wird, da sich 
also 

x-ß 



n„ = 



= V+*ic»e+"- 



(81.) 



ergiebt, die durch die Substitution 

(80.) x-ß = y'u 

transformirte Gleichung (74.) nach Division mit y^ die Form annehmen 

{(^A,+A,y'u+'")+y'u(ß^a+y'uXB,+ B,y'u+-') 
+yu(ß-a-^y'uXC,+ C,y'u+-^)+u<^--a+y'u)\D,+D,y'u+'-) 
J^yW{ß-a+y'u)\E,+E,y'u+-') + yü\ß^a-^y'u)\^^^ 

+u\ß-a+fu)\G,+ G,y'u+'-) = 0, 

worin A^ und G^ der Voraussetzung nach von Null verschieden sind; er- 
geben sich nun für y = zwei verschiedene Werthe von u und zwar ein- 
fach, hat also die Gleichung 

(82.) G,(ß^ayu'+D,{ß^ayu+A, = 

zwei verschiedene nicht verschwindende Lösungen — was offenbar immer 
der Fall sein wird, wenn Do = F3(/?) = ist oder Fs^x) den Factor x—ß 
enthält — so werden sich flir die zugehörigen beiden Werthe u^ und U2 die 
Entwickelungen ergeben 

und somit nach (80.) 

x-ß = a^y'+a;y'+- 
oder durch Umkehrung, wie verlangt, 

y, = o;^(ix-^ß)i+6,(x-'ß)i+-'. 

Stellt man die soeben gewonnenen Resultate zusammen, berück- 
sichtigt die Bedeutung der Constanten Ou, Aq^ ... und bemerkt endlich. 
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dass die in der angegebenen Weise verzweigten algebraischen Functionen 
irrednctibel sind, da man auf der zugehörigen Riemannschen Fläche durch 
continuirliche Umläufe, ohne durch die Verzweigungspunkte zu gehen, 
zu allen Werthen der Function gelangen kann, so ergiebt sich der fol- 
gende Satz: 

Alle ß~deutigen algebraischen, für x = a und x ^ ß verschwindenden 
Functionen, welche durch Gleichungen der Form definirt sind 

Fo(a:)y^+(a)-.a)(ar~/3)F,(ar)y^+(a:^a)(a:-/?)F,(a:)y* 

(83.) +(a,^a)\x^ß)F,(x)f+(^-a)\x^ßyF,(x)f 

+(x-ay(x^ßyF,(x)y+(^^^n^-ß)'Fe(x) = 0, 
worin Fü(a:), Fi(a:), ..., Fi^(x) ganze Functionen f>on x bedeuten, für welche 
Fo(a), Fc,(/3), F^(a\ F^(ß) von Null verschieden sind und die Gleichungen 

(84.) («-/?)^Fe(a)/^+(a~/9)^F4(a)/^+(a-/3)F,(a)/+Fo(a) = 
und 

(85.) (ß-ayF,(iß)u'+(ß-ayF,(ß)u-\-F,(ß) = 

drei, resp. sswei verschiedene Lösungen haben, besitzen Riemannsche Flächen, 
für welche im Punkte a dreimal je zwei, und im Punkte ß zweimal je drei 
Blätter zusammenhängen, und haben in der Umgebung dieser Punkte Ent~ 

Wickelungen, welche mit den Gliedern (x—a)^ resp. (x—ß)^ beginnen, und cMe 

diese Functionen sind irrednctibel. 

Daraus folgt, wenn F2(a), F^{a), F^QS) verschwinden, dass 

alle &~deutigen algebraischen Functionen, welche durch Gleichungen 

von der Form definirt werden 

f,(x)y'+(^-a)(x-ß)r,(.x)f+(x-a)\x-ß)f,(x-)y* 

(86.) H=>^-a)\x-ßfax)y'-V(x-a)\x-ßyf,(x)y' 

1 j^(j^-a)\x-l^'r,(x)yHx-a)\x-ßfU{x) = 0, 

worin f){x\ A(^)? •••? /o(^) beliebige ganze Functionen von x bedeuten, 
für welche nur fu(ct)^ f^\(ß)i /gC^) ^^^ faCß) ^^^ ^^^^ verschieden sein müssen, 
irrednctibel sind, 

und zwar werden die 6 Blätter der zugehörigen Riemann&chen Fläche 
in der angegebenen Weise zusammenhängen, und die Entwickelungen mit 

(a:— «)*, 1-esp. (or— /?)* beginnen. 

Die oben ausgesprochene Analogie führt somit auf den Satz: 
Jede algebraische Gleichung seclisten Grades von der Form 
(87.) a^iX^+pqaiX^+p^qa2X*+p^q^azX^+p^q^a^x^+p^q^asX+p^q^ae = 0, 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 1. 10 
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in welcher p und q zwei verschiedene Primzahlen, Ou, »i, . . . , Os, a^ beliebige 
ganze Zahlet^ bedeuten, von denen Ou und Oq weder durch p noch durch q 
theilbar sind, ist irreduclibel, 

und in der That lässt sich der Beweis dieses Satzes unmittelbar 
fuhren, indem man die drei verschiedenen Fälle einer möglichen ganzzahligen 
Zerlegung einzeln durch Coefficientenvergleichung behandelt. 

Nachdem nun die Untersuchung der Irreductibilität für eine sechs- 
deutige Function mit zwei Verzweigungspunkten durchgeführt worden, wird 
die Ausdehnung auf eine n-deutige Function nicht schwer sein. Zunächst 
ist leicht einzusehen, dass, wenn 

n = fi.v 
ist, wenn ferner fi und v relativ prime Zahlen sind, und die n-deutige Func- 
tion ist so verzweigt, dass in o: = a y-mal je .u Blätter und in a: = /? /i-mal 
je V Blätter zusammenhängen, die algebraische Function jedenfalls irreduc- 
tibel ist, da man durch geschlossene Umläufe, die nicht durch die Ver- 
zweigungspunkte fahren, zu allen Werthen der n-deutigen Function gelangen 
kann. Sucht man nun wieder alle diejenigen in a; = a und x = ß ver- 
schwindenden n-deutigen Functionen, welche die angegebene Verzweigung 

haben, und deren Entwickelungen die Anfangsglieder (a?—a)'* resp. {x—ßy 
besitzen, so ergiebt sich durch genau dieselben Betrachtungen, wie sie oben 
angestellt worden, der folgende Satz: 

Alle n-deutigen algebraischen Functionen, welche für x =^ a und x = ß 
n verschwindende Werlhe annehmen, für welche, wenn n=^u.v und fi, v zu 
einander relativ prime Zahlen sind, im Punkte a y-mal je fi Blätter, im 

Punkte ß fi-malje v Blätter zusammenhängen, und deren Entwickelungen in der 

i_ j__ 

Umgebung dieser Punkte mit den Gliedern (x — a)^, resp. (x—ß)"" beginnen, 
sind die Lösungen von Gleichungen der Form 



(88.) 



•n— 1 



Fo(x)y'*+(a:-a) '^ (x-^ß) ^ F,{x)y^ 



(2) (2) (n) (n) 



worin Fu(a?), Fi(aj), . . ., F^^x) ganze Functionen von x bedeuten, für welche 
Fi)(ct\ F,^(ji\ Pn{p)i Pn(J^) ^on Null verschieden sind, und die Exponenten x^ 
und Xy durch die Ausdrücke deßnirt sind 

(89.) xi^^ = e(-^)+l, 4^> = e(-^)+l. 
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Es mag hervorgehoben werden, dass x^*^ = v und ;f JT^ = fi ist 
Um nnn zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die durch 
Gleichungen der Form (88.) dargestellten Functionen die oben geforderte 
Verzweigungsart der zugehörigen Riemann^chen Fläche und die oben be- 
zeichneten Anfangsglieder ihrer Entwickelungen in der Umgebung der Punkte 
a und ß besitzen, setze man der Substitution (76.) analog 

(90.) x-a = yf.l, 

dividire die so entstehende Gleichung mit 2^% und erkennt dann unmittelbar, 
dass, wenn die Gleichung vten Grades 



(91.) 



^(y/4) ^CCV-I)/-) 



F.^(a){a^ß) ^ r+F^,_,^^(aXa^ß) ^ r-'+ 



,(2/1) ^ ^ ^M 



V verschiedene, nicht verschwindende Lösungen hat - was offenbar immer 
der Fall ist, wenn 

(92.) F^ (a) = F,^ («) = ... = Fc._,), (a) = 

ist, da Fo(a) und Ff,^{a) als von Null verschieden vorausgesetzt werden — 

die Entwickelungen der it Werthe von y mit (a:— a)^ beginnen; und ebenso 
wird die Substitution 

(93.) x-ß = y\u 

erkennen lassen, dass, wenn die Gleichung 

^^^'^ ^ ,(2r) ^(v) 

'-+F,,{ß){ß-a)'^ u'^F,{ß){ß-a)^ u+F,iß) = 

fi verschiedene, nicht verschwindende Lösungen hat — was wieder stets 
der Fall sein wird, wenn 

(95.) F^iß) = FUl^ = . . . = F,,_,,M = 

ist, da Fii{ß) und F^y{ß) von Null verschieden sein sollten — die Entwicke- 

1 

lungen von y in der Umgebung des Punktes ß mit dem Gliede {x—ßy 
anfangen. 

Daraus ergiebt sich somit der folgende Satz: 

Alle n-deuligen algebraischen^ für x^ a und x = ß verschwindenden 

10» 
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Functionen, welche durch Gleichungen der Form definirl sind 

(1) (1) (2) (2) 

in) (») 

worin n^ix.v ist, femer fx und v relativ prim zu einander sind, 

ist, Fi)(x)^ Pi(x)^ • • •? Pn(x) ganze Functionen von x bedeuten, für welche 
F(,(a), F„(a), Fü(/?), F„(/3) von Null verschieden sind, und die Gleichungen 



V iv \ E* f^\f^ ßt\ V jv—\ I 

.C2p) 



Pr,{0){^-ß)'' <^+f'(.-l)^(«)(«-/?) 



.W 



+ ^2;,(«)(«-/?) ^ e+FXa){a-ß) ^ t+F,{a) = 



und 



JiHv) ^((/i-1)»') 






CO 



v^ re^p. jit verschiedene Lösungen haben, besitzen Riemannsche Flächen, für 
welche im Punkte a v~mal je jti, und im Punkte ß ju-mal je v Blätter zu-- 
sammenhängen, und haben in der Umgebung dieser Punkte Entwickelungen, 



V 



welche mit den Gliedern (x—a)^ resp, (x— /i)" beginnen, und alle diese 

Functionen sind irreductibel. 

Daraus folgt, wenn 

dass 

aUe n~deutigen algebraischen Functionen, welche durch Gleichungen von 
der Form deßnirt werden 



(96.) 



(1) (±_\ 0) (±\ 

^(x)^^•+(x-«)''• ^^^Xx-ß)' ^^ " y.(x)y'-' 






.(«-1) 



4-(a;-a) " 



(^) 



{x-ß) 



(n-1) 



<^) 



fn-i(x)y 



.w ^ ,{-) 



+(aj-«) '' (x-ß) " Ux) = 0, 
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worin ^(x), /i(ar), • . ., f^(x) beliebige ganze Functionen von x bedeuten^ für 
welche nur /!)(«), /«(")) fi)(ß)i fn(ß) ^on Null verschieden sein müssen, und 

das Symbol ^ — j die Einheit oder Null bedeutet, je nachdem r durch s theU^ 

bar oder nicht theilbar ist, sind irreductibel, 

und zwar werden die n Blätter der zugehörigen ßtaitaitnschen Fläche 
in der angegebenen Weise zusammenhängen, and die Entwickelangen mit 

(op— a)", resp. (a:— /?)" beginnen. 

Die oben aasgesprochene Analogie führt somit auf den Satz: 
Jede algebraische Gleichung nten Grades von der Form 

(97.) i ,(«-iV(:!^) ,(-0 YjizL) ,(»•) ,(») 

in welcher n^fi.v, fi und v relative Primzahlen, p und q zwei verschiedene 
Prifnzahlen, o,,, a^ . . . , a^ beliebige ganze Zahlen, von denen nur o,) und a^ 

weder durch p noch durch q theilbar sind, x^^^ = e\^ )+l, xi^^ = e( ^~ )+^> 

also x^"^ = V, xj,"^ = ,a ist, endlich das Symbol (— ) die Einheit oder Null be- 
deutet, je nachdem r durch s theilbar oder nicht theilbar, ist irreductibel. 

Der Beweis mass wieder durch Zerlegung geführt werden. 

Zur Irreductibilität der »-deutigen algebraischen Function, welche 
eine Riemann^che Fläche besitzt, in welcher im Punkte a y-mal je |a Blätter 
und im Punkte /? ^-mal je v Blätter zusammenhängen, ist es offenbar nicht 
nöthig, dass die Entwickelungen in den Umgebungen der Punkte a und ß 

JL J- 

mit den Gliedern {x—aY resp. {x—ßy beginnen, dieselben können mit 

(flc— «)'* resp. (x— /?)*' , wo auch die r und s für die verschiedenen Cyklen 
verschiedene Werthe annehmen können, jedoch r zu |a und s zm v relativ 
prim sind, anfangen; und es würden sich dann Verallgemeinerungen der 
eben aufgestellten Sätze der Form der Gleichung (43.) entsprechend er- 
geben, die sich, wie man sieht, ohne Schwierigkeit entwickeln lassen. 

Endlich ist leicht zu sehen, dass jede u-deutige algebraische Func- 
tion, welche für a: = «i, x = «2? • • •! x = a^ n verschwindende Werthe an- 
nimmt, für welche, wenn n = u^,u2"*i^o und ,a„ a.^, ..., ^^ zu je zweien 
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relativ prim sind, im Punkte x^a^ mal je fi^ Blätter zusammen- 

hängen, irreductibel ist, und es werden sich somit, nachdem die Form der 
diese Functionen definirenden Gleichungen nach den oben angegebenen Prin- 
cipien aufgestellt worden, die zugehörigen algebraischen Zahlengleichungen 
ergeben, deren Coefficienten aus Producten von Potenzen beliebig vieler 
verschiedener Primzahlen zusammengesetzt sind, und deren Irreductibilität 
hiemach festgestellt wird. 

Heidelberg, 26. October 1894. 
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Zur Theorie der linearen homogenen Diflferential- 

gleichungen. 

(Von Herrn A, Gutzmer.) 



Die folgenden Bemerkungen beziehen sich auf die Iteration linearer 
homogener Differentialgleichungen und bilden eine Ergänzung der Notiz, 
welche ich vor einigen Jahren über diesen Gegenstand veröffentlicht habe*), 

1. Es ist daselbst**) u. A. der Satz hergeleitet worden: Ist eine 
lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung aus der linearen homo- 
genen Differentialgleichung erster Ordnung 

(!•) Poy'+Piy == 

durch Iteration, d. h. Composition der letzteren mit sich selbst, entstanden, 
so besitzt sie die Integrale 

und umgekehrt. 

Femer habe ich nachgewiesen, dass jede beliebige lineare homogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

als Iteration einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung 
(1.) dargestellt werden kann; und zwar bestehen zwischen den Coefficienten 
p und q in diesem Falle die Beziehungen: 

Von diesen Sätzen werden wir Gebrauch machen. 



*) Bemerkungen über die Iteration linearer homogener Differentialgleichungen. 
Sitzungsberichte der Eönigl. Böhm. Gesellschaft der Wissenschaften. Jahrgang 1892, 
S.54— 59. Vorgelegt am 20. November 1891. 

••) a. a. 0. S. 56. 
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2. Bekanntlich genügt die »te Potenz des Integrals der linearen 
homogenen DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung (2.) einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung (»+l)-ter Ordnung, deren Coefficienten rationale 
Functionen von qi und q2 und deren Ableitungen sind. Wir wollen nun 
untersuchen, ob bezw, wann die Differentialgleichung (»+l)-ter Ordnung, 
welcher die nte Potenz des Integrals von (2.) genügt, als Iteration einer Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung der Form (1.) dargestellt werden kann. 
Bevor wir diese Betrachtung allgemein darlegen, wollen wir sie an den 
Differentialgleichungen dritter bezw. vierter Ordnung durchführen, denen 
das Quadrat bezw. der Kubus des Integrals der Differentialgleichung (2.) 
genügt. 

3. Sind 9ji, TI2 zwei linear unabhängige Integrale der Differential- 
gleichung (2.), so bilden 

bekanntlich drei linear unabhängige Integrale der Differentialgleichung 
dritter Ordnung*) 

(4.) y'''+^ry''H^ql+q[+^g2)y'H4^qiq2+2q'2)y = 0. 

Wenn diese Gleichung Iteration einer Differentialgleichung erster 
Ordnung der Form (1.) sein soll, so müssen ihre Integrale nach dem in 
Nr. 1 angegebenen Satze die Form 

y, = P, y, = PQ, y^^PQ' 
haben, wo zur Abkürzung 

' ^ Po 

gesetzt worden ist Wir haben also zwei verschiedene Formen für die 
Integrale von (4.). Setzen wir nun 

so ergeben sich für ri^ und 772 die Ausdrücke: 

,. = P. = e-'^^ ", ,, = P»p = e-*^ - Y^ , 
tind aus dieser Form der Integrale i?i und rj^ erkennt man unmittelbar nach 



•) Vgl. Fuchi, Acta Mathematica I, S. 333. 
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dem in Nr. 1 angegebenen Satze, dasB die Differentialgleichung (2.) eine 
Iteration derjenigen Differentialgleichung erster Ordnung sein muss, welche 
aus (1.) hervorgeht, wenn darin pi durch ^pi ersetzt wird. Diese Bedingung 
legt aber der Gleichung (2.) gar keine Beschränkung auf, denn nach dem in 
Nr. 1 angeführten Satze lässt sich jede lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung als Iteration einer linearen homogenen Differentialgleichung 
erster Ordnung darstellen. Mithin ist auch die Differentialgleichung dritter 
Ordnung (4.) stets Iteration einer Diffierentialgleichüng erster Ordnung. 
Nimmt man (1.) als die Differentialgleichung an, deren Iteration die Glei- 
chung (2.) liefert, so kann man das gewonnene Resultat mithin in folgen- 
den Satss kleiden: 

Die Differentialgleichung dritter Ordnung, tcelcher das Quadrat des 
Integrals einer linearen homogenen Differentialgleichnng zweiter Ordnung ge- 
nügt, ist die Iteration einer linearen homogenen Differentiaigleichung erster 
Ordnung; und zwar unterscheidet sich die letztere von derjenigen, deren Itera- 
tion die Differentialgleichung zweiter Ordnung liefert, nur dadurch, dass in 
ihr der Coefßcient von y mit dem Factor 2 multiplicirt ist. 

Man kann diesen Satz leicht verificiren. Setzt man nämlich einer- 
seits in die Gleichung (4.) für q^ und jj die unter (3.) angegebenen Aus- 
drücke ein, und bildet man andererseits die zweite Iteration der Differential- 
gleichung 

Poy'+2piy = 0, 

so erhält man in beiden Fällen übereinstimmend die Differentialgleichung 
dritter Ordnung: 

ply'''+^pl(2pi+p!0y''+Pii(pu+P(iPÜ+^pl>Pi^ 

+ 2(poplp[+pf,p['+6p,Prp[+^p^)y = 0. 



4. Stellt man dieselbe Betrachtung für die Differentialgleichung 
vierter Ordnung 

y''+Qqry'''HWi+4^gi+^0q,)y''+(6q\+^^^ 

+ aSqlq,+ 9ql+6q[q,+lbq,q!,+3q'Oy = 

an, welcher der Cubus des Integrals der Differentialgleichung (2.) genügt*), 
so erkennt man, dass dieJGleichung (5.) übereinstimmt mit der durch Itera- 



(5.) { 



*) Vgl. Brioschi, Bulletin de la Societe Mathematique de France, t. VIT. 1879. 
Appell, Annales de l'Ecole Normale Superieure 1881, § XV, ^q. (25). 
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tion aus der Differentialgleichung erster Ordnung 

sich ergebenden Gleichung vierter Ordnung. In der That erhält man so- 
wohl durch Iteration der letzteren Gleichung als auch, wenn man fttr qi und 
q2 die in (3.) angegebenen Ausdrücke in (5.) einsetzt, die Gleichung: 

+Po(54pipJ+ 108pJ+ 12p;>,4- 12puPÜ Pi+lOSp^p,p[+SOp,p',p[ 

+p;f+4p„p;p;'+p2pr+i2p2pr)»' 

+ 3(27p?+ 54poP?p; + l2p,p'op,p[ + 12p?,p,pr + 9plp? +p,p\^p\ 

+plPop[+^plp'.p^+pf.pny = 0. 

5. Wird nun allgemein die Gleichung («+l)ter Ordnung betrachtet, 
welcher die nte Potenz des Integrals der Differentialgleichung (2.) genügt, 
so muss dieselbe folgende linear unabhängige Integrale besitzen: 

Andererseits müssen ihre Integrale, wenn sie Iteration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung sein soll, die Form 

j,, = P, y, = PQ, y, = PQ\ . . ., yn^i^PQ"" 
haben. Setzt man nun 

so ergiebt sich 

und man ersieht daraus unmittelbar, dass die Differentialgleichung (i»+l)ter 
Ordnung durch Iteration aus der Gleichung ersterfOrdnung 

P^y' + np^y = 

hervorgeht. Also in Uebereinstimmung mit den Nummern 3 und 4: 

Die Differentialgleichung (n+l)ter Ordnung, welcher die nie Potenz 
des Integrals einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
genügt, ist als Iteration einer linearen homogenen Differentialgleichung erster 
Ordnung darstellbar; und zwar unterscheidet sich die letztere von derjenigen, 
deren Iteration die Differentialgleichung zweiter Ordnung liefert, nur dadurch, 
dass in ihr der Coefficient ton y mit dem Factor n multiplicirt ist. 
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Kennt man also die Differentialgleichung erster Ordnung, deren 
Iteration gleich einer vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ist, 80 kann man durch blosse Iteration einer aus jener einfach zu bildenden 
Differentialgleichung erster Ordnung die Differentialgleichung bilden, welcher 
eine vorgeschriebene Potenz des Integrals der Gleichung zweiter Ordnung 
genügt Zugleich kann man unmittelbar ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen der Differentialgleichung anschreiben. 

Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung und diejenigen höherer 
Ordnung, welche durch eine Potenz des Integrals einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung befriedigt werden, bilden also eine Klasse von Differential- 
gleichungen, welche stets durch Iteration aus Differentialgleichungen erster 
Ordnung gebildet werden können. 

Man kann das Ergebniss auch in der folgenden Weise aussprechen: 

Bildet man die Iterationen der Differentialgleichung erster Ordnung 

P^y'+Pi!/ = 0, 

so erhält man stets lineare homogene Differentialgleichungen^ welchen die Po- 
tenzen des Integrals von gewissen linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung genügen; und zwar wird die auf dem angegebenen Wege gefundene 
Differentialgleichung {n-\-V)ter Ordnung durch die nte Potenz des Integrals 
derjenigen Differentialgleichung zweiter Ordnung befriedigt^ welche durch Ite- 
ration aus der Gleichung erster Ordnung 

npi^y'i-Piy = 

hervorgeht. 

Mit diesem Satze ist die Natur derjenigen linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen, auf welche die Iterationen einer linearen homogenen 
Differentialgleichung erster Ordnung führen, bestimmt. 

6. Wir bemerken noch Folgendes. Es könnte nach dem in Nr. 1 
angegebenen Satze, dass jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung als Iteration einer solchen Gleichung erster Ordnung dargestellt 
werden kann, der Anschein erweckt werden, als ob mit dem vorstehenden 
Ergebniss zugleich die Betrachtung der Iterationen der Gleichung (2.) er- 
ledigt sei. Das ist aber nicht der Fall. Es hängt dies mit dem Umstände 
zusammen, dass das Iterationsresultat, wie wir bereits früher hervorgehoben 

11* 
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I^ben*), verschieden ansfUUt, je nachdem in der zu iterirenden Gleichung 
der Coefficient der höchsten Ableitung gleich Eins ist oder einen davon 
verschiedenen Werth hat; (genauer gesagt, je nachdem dieser Coeffiicient 
eine Constante oder eine Function der Unabhängigen ist). In der Gleichung 
(2.) ist jener Coeffiicient gleich Eins; in der Gleichung, welche man aus 
(L) durch einmalige Iteration erhält**), ist der Coeffiicient der höchsten 
Ableitung dagegen gleich p^. Bildet man daher die Iteration der Gleichung 
(2.) und setzt in das Iterationsresultat für qi und 92 die Ausdrucke (3.) 
ein, so erhält man nicht dieselbe Gleichung wie durch die Iteration der 
Gleichung (1.) bis zur vierten Ordnung. Die Iterationen der Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung erfordern also eine besondere Behandlung, 
auf welche wir uns vorbehalten zurückzukommen. 

Buckow, Mark. Schweiz, Anfang August 1894. 



*) Vgl. a. a. 0. S. 55. 
**) Diese Gleichung lautet: pW+PoCp'o+^pJy'+iPl+PoPdy =^0. 
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Elementarer Beweis des Satzes, dass in jeder 

unbegrenzten arithmetischen Progression mtf-hl 

miendlich viele Primzahlen vorkommen. 

(Von Herrn E. Wendt in Berlin.) 



1/er Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische Pro- 
gression ax+b, in der das Anfangsglied a und die Differenz b theilerfremd 
sind, unendlich viele Primzahlen enthält, ist von Dirichlet in einer der 
Berliner Akademie im Jahre 1837 vorgelegten Arbeit gegeben worden und 
hat seitdem keine wesentlichen Vereinfachungen erfahren. Derselbe beruht 
auf sehr schwierigen Grundlagen. Daher wird es, wie ich glaube, erwünscht 
sein, einen einfachen Beweis eines Theiles des Satzes, nämlich für & = 1, 
zu kennen. 

Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl, nur grösser als Eins. 
Man betrachte die Reihe der unendlich vielen Zahlen 

wo X alle ganzen Zahlen durchläuft. Es sei a eine primitive Wurzel der 
Gleichung «"*= 1; § sei eine unbestimmte Variable. Dann zerfällt ^'—1 in 
das Product der beiden Factoren: 

wo r alle (p(tn) zu m relativ primen, unter m gelegenen Zahlen und t alle 
die unter m gelegenen Zahlen durchläuft, welche mit m einen echten Theiler 
gemeinsam haben (m eingeschlossen, 1 ausgeschlossen), und wo ^i, ..., ^^(„), 
Ai, . . . , a,^^(^) ganze Zahlen bezeichnen , die bestimmt sind, wenn m ge- 
geben ist. 
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Die Functionen /(^ und g(S) der Variablen S sind bekanntlich theiler- 
fremd. Es fragt sich nun, ob sie es auch sind, wenn man für f eine ganze 
Zahl X setzt. 

Angenommen, f(x) und g(x) haben den Primtheiler n gemeinsam; 
es mögen also gleichzeitig die Congruenzen bestehen: 

fix) = x^^-^+A,x^^-'-'+-^+A^,„,^.,x+A^^^, ^ 0, 

g(a:) = a:"*-^^'">+a,a:"'-^^->-^+.-. + a_^(,)_,a:+a_^(«) :- (mod. n). 

Wenn dies möglich sein soll , muss bekanntlich die Resultante R der 
rationalen Functionen f(ß) und g(ß) durch n theilbar sein. Dieselbe ist 
eine ganze Zahl, die nur von den Coefficienten Oi, . . ., a«-y(„oi ^ii • • •? ^vim) 
abhängt, d. h. durch den Exponenten m bestimmt ist, von der Zahl x aber 
nicht abhängt und deswegen von Null verschieden ist, weil die Gleichungen 
/•(f) = und g(^) = keine gemeinsame Wurzel haben. 

Wenn nun der absolute Betrag von R von Eins verschieden ist, so 
werden also f(x) und g(x) für a; = ß*, wo k irgend eine positive ganze 
Zahl bedeutet, relativ prim sein. Denn angenommen, diese beiden Zahlen 
hätten einen gemeinsamen Primtheiler, so mlisste dieser, wie eben bewiesen, 
in R, andererseits aber auch in dem Producte 

f(iR').g(iR') = (äT-1 

enthalten sein. Das aber ist nicht möglich, weil die Zahlen (R*)"*— 1 und 
R keinen gemeinsamen Divisor besitzen können. Sollte aber Ä = + 1 sein*), 
so sind f(x) und g(x) für jeden die Eins übersteigenden Werth von x 
theilerfremd. In jedem Falle giebt es mithin eine unendlich grosse Anzahl 
von Zahlen x von der Beschaffenheit, dass f(x) und g(x) keinen gemeisamen 
Divisor haben. 

Es seien nun z. B. f(x') und g(x') theilerfremd. Ferner sei f(x') 
von Null und ±1 verschieden. Dies kann man voraussetzen, da jede der 
algebraischen Gleichungen 

überhaupt nur (p(m) Wurzeln ^ hat, da ferner f(x) ein Theiler von x*"— 1 



*) In Wirklichkeit kann dieser Fall nie eintreten. 
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ist und diese letztere Zahl nur für a: = 1 verschwindet. Dann hat also f(x') 
einen Primtheiler q^^ welcher in g(x) nicht enthalten ist, mithin in keiner 
Zahl x'^—1 aufgeht, wo fi ein Divisor von m ist, da g(^x^) durch alle 
Zahlen von dieser Form theilbar ist. Dann kann aber auch q^ in 
keiner Zahl x'^'—l aufgehen, wo u' <Cfn ist, d. h. m ist die kleinste Zahl 
för welche 

x"' = 1 (mod. q,) 
ist. Nach dem F^mafschen Satze hat aber die Congruenz statt 

x"^'-' = 1 (mod. qr), 
folglich muss qi—1 durch m theilbar sein, d. h. qi hat die Form 

q^ = mk+1. 

Es ist somit bis jetzt folgender Satz bewiesen: 

Wenn m eine willkürlich gegebene positive ganze Zahl ist, so 
giebt es stets eine Primzahl von der Form qi = tHk+l. (Die bisher 
gemachte Annahme, dass m nicht gleich 1 sei, kann man nun offenbar 
fallen lassen.) 

Zufolge dieses Satzes gehört auch zu mmik, wo m^ eine die Einheit 
übersteigende positive ganze Zahl bedeuten soll, eine Primzahl 

q2 = mmiÄÄi+1, 

femer zur Zahl mm^m2kkx eine Primzahl 

q^ = mmim2ÄÄiÄ2+l 

u. s. w. Diese Primzahlen q^^ q^^ 5^3? •• • sind alle unter einander verschieden, 
weil die folgende stets grösser als die vorhergehende ist, und haben alle 
die Form my+1. Mithin gilt der Satz: 

In jeder unbegrenzten arithmetischen Progression my+1, wo die Diffe-- 
rem m eine gegebene positive ganze Zahl bedeutet, sind unendlich viele Prim-- 
zahlen enthalten. 

Man kann den Beweis auch ohne Zuhlilfenahme der Resultante R 
und der Grösse a führen, indem man von dem Satze Gebrauch macht, nach 

welchem die Zahlen ^ und u— 1, wobei p eine Primzahl bedeutet, ent- 
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weder theilerfremd sind oder den grössten gemeinschaftlichen Divisor p be- 
sitzen. Man zeigt dann, dass, wenn m die Form 

m = p\ffh..p^ 

hat, ein etwaiger gemeinschaftlicher Theiler von a:"— 1 und a?''— 1, wo fi 
irgend ein Divisor von m ist, nur die Primdivisoren />i, pz? • • •? P^ besitzen 
kann. Demzufolge hat man nur die Zahlen 

((PiP2...;^,)T-l 
zu betrachten, um die Richtigkeit des hier zu beweisenden Satzes einzusehen. 
Berlin, im August 1894. 

Anmerkung. Auf die Arbeiten von Lebesgue (Liomille's Journal 
S^rie I Bd. 8 und Serret (Bd. 17) bin ich erst nachträglich durch meinen 
Freund Vahlen aufmerksam gemacht worden. 
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Zur Integration derjenigen Systeme 

von Differentialgleichungen erster Ordnung, deren 

Coefficienten unabhängige, unbestimmte Functionen 

der unabhängigen Veränderlichen sind. 

(Von Herrn G. Bohlmann in Göttingen.) 



Die folgenden Zeilen bringen eine Ergänzung und Verallgemeinerung 
meiner Arbeit: „Zur Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit unbestimmten Coefficienten"*). Wenn im Folgenden auf diesen Aufsatz 
Bezug genommen wird, soll er kurz mit A. citirt werden. 

In der genannten Arbeit stellte ich mir das Problem (cf. pag. 211), 
alle diejenigen Differentialgleichungen erster Ordnung anzugeben, welche 
eine Integralgleichung besitzen für Coefficienten, die unabhängige, unbe- 
stimmte Functionen der willkürlich Veränderlichen sind. 

Die nachstehenden Entwickelungen lösen die analoge Aufgabe für 
ein System von n simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie 
benutzen dabei die Sätze, welche im zweiten Abschnitte von A.**) aufgestellt 
wurden. Es ist daher der hier eingeschlagene Gedankengang nicht wesent- 
lich von dem im dritten Abschnitte von A. ***) verfolgten verschieden. Die 
hier für den Fall i» = n gegebenen Beweise benutzen nie den Inductions- 
schluss und sind daher unabhängig von den für fi = 1 gegebenen. Sie be- 
dürfen daher der Resultate des zweiten, nicht aber des dritten Abschnittes 
von A. Es werden daher die Ergebnisse des letzteren gleichzeitig durch 
das Folgende noch einmal begründet. 

Ich benutze deshalb die Gelegenheit, um die Betrachtungen des 
dritten Abschnittes von A. noch in einigen Punkten zu vereinfachen, zu 



*) Dieses Journal Bd. 113, S. 207—251. 
") A. S. 214 ff. 
A. S. 237 ff. 
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vervollständigen und übersichtlicher anzuordnen. Freilich wird in Fällen, 
wo es sich um nichts weiter als eine mehr oder minder wörtliche Wieder- 
holung von Ueberlegungen aus A. handeln würde, dieselbe unterlassen und 
auf die entsprechende Stelle in A. verwiesen werden. 

Was nun das Ergebniss anlangt, zu welchem die vorliegende Arbeit 
kommt, so zeigt sich hier nur noch auffälliger der fUr n = 1 schon am 
Schlüsse von A. erkannte Zusammenhang derjenigen Differentialgleichungs- 
systeme, welche sich für unabhängige, unbestimmte Coefficienten integriren 
lassen, mit denen, welche Fundamentalintegrale besitzen*). Das Resultat ist 
geradezu : 

Diejenigen Diff'erentialgleichungssysteme erster Ordnung, welche sich für 
unabhängige, unbestimmte Coefficienten integriren lassen, sind identisch mit den- 
jenigen, welche Fundamentalintegrale besitzen; sie haben nämlich genau die 
f)on Lie in den Leipziger Berichten 1893 angegebene Form, 

1. 

Stellung des Problems und Angabe der Losung desselben. 

Ehe wir eine Uebertragung der Entwickelungen von A. auf ein 
System von gewöhnlichen simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung 
vornehmen, wird es sich empfehlen, die dort erlangten Resultate kurz und 
in einer für die Verallgemeinerung geeigneten Form zu recapituliren. 

1. Recapilulalion in verallgemeinerungsfähiger Form. In A. (p. 209) 
wurde die Definition aufgestellt: 

Definition. „Eine Differentialgleichung : 

besitzt dann fUr unabhängige, unbestimmte Coefficienten rj eine Integral- 
gleichung, wenn bei fester Function H auch eine feste Function i2 existirt, 
so dass: 

(12.) '^(j^f tff «i(^)? •••? ^r(^)) = Const. 

die Integralgleichung von (//.) wird, welches auch die t] für Functionen 
von X sein mögen; dass also bei einer Aenderung der Functionen tj sich 
wohl die u ändern, nicht aber £2 in seiner Abhängigkeit von x, y; Wi, ..., u^.^^ 
Unter Zugrundelegung dieser Definition wurde das Problem gestellt 
(A. p. 211): 

*) Lie, Ueber Diiferentialgleichungon, die Fundamentalintegrale besitzen. Leipziger 
Berichte 1893, S. 341. 
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Problem: „Alle Differentialgleichungen erster Ordnung aufzustellen, 
welche für unabhängige, unbestimmte Coefficienten eine Integralgleichung 
besitzen.'' 

Es fand jedoch eine Beschränkung auf analytische Functionen H, £2 
einer endlichen Anzahl von Argumenten tj bezw. u statt, wobei jedoch zu- 
gelassen wurde, dass die u unter einander durch Differentialgleichungen ver- 
bunden sind. 

Unter diesen Umständen gab die Lösung des Problems ein Theorem, 
welches hier diese Fassung erhalten möge: 

Theorem: „Damit eine Differentialgleichung erster Ordnung sich flir 
unabhängige, unbestimmte Coefficienten im Sinne der eben angeführten 
Definition integriren lasse, ist noth wendig und hinreichend, dass sie unter 
der Form enthalten ist: 

wobei die t] unabhängige, unbestimmte Functionen von x, die | aber solche 
feste Functionen von y bedeuten, dass die r unabhängigen infinitesimalen 
Transformationen : 

Xa(D -~ ^«(y)--öj- (a = l,...,r) 

eine r-gliedrige Gruppe von Transformationen der einen Veränderlichen y 
erzeugen. Ist: 

y = 9(y; «n •.., ör) 

die endliche Gleichung dieser Gruppe mit den r Parametern a„ . . ., a^, so ist: 

g(^y; «1(0:), . . ., u^^)) = Const. 

die Integralgleichung von (H.)^ wenn die u unabhängige, unbestimmte Func- 
tionen bedeuten." 

Indem nun die von Lie gegebene Bestimmung aller Gruppen einer 
Variablen auf den vorliegenden Fall angewandt wurde*), ergaben sich die 
drei bekannten Typen von Differentialgleichungen, welche in A. mit (!'.), 
(2'.), (3'.) bezeichnet wurden**), und welche bis zur ßtecoftschen Gleichung 
aufsteigen. 

2. Aufstellung eines analogen Salzes für den allgemeinen Fall Die 
Ausdehnung der Betrachtungen auf den Fall eines Systems von n totalen 



•) A. S. 239. 
*♦) A. S. 207. 

12 
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simultanen Differentialgleichungen führt zu einem dem vorigen ganz analogen 
Resultate, welches jetzt angeführt werden soll. Eine beim Uebergang auf 
den allgemeinen Fall doch nothwendige Aenderung der Bezeichnungsweise 
möge gleich so eingerichtet werden, dass der Anschluss an die eingangs 
erwähnte Arbeit von Lie gewonnen wird. 

Es heisse demnach jetzt z die unabhängige Veränderliche und es 
seien Xi, . . ., x^ die abhängigen Variablen. Das Differentialgleichungs- 
system sei: 

dxi 



dz 



= Vi(^ii •••? ^n; 2i(«)i •••? ^*(«)); = 1, ...,«) 



Z^...Z, seien wieder unabhängige, unbestimmte Functionen von z — die 
„Coefficienten" des Systems (welche also in A. tj Messen). Natürlich sollen 
die Gleichungen so geschrieben sein, dass die Z nicht in einer geringeren 
Anzahl von Verbindungen in dem Systeme auftreten. Die 17, bedeuten n 
ganz feste Functionen ihrer n+s Argumente (sie spielen also dieselbe Rolle 
wie H in A.). 

Es ist nun wieder zu definiren: 

Definition. „Das Differentialgleichungssystem: 

(t].) — ^ = Tii(xi^ ..., x^; Zi(«), ..., Z,(a)) (. = 1. ...,«) 

lässt sich dann für unabhängige, unbestimmte Coefficienten Z integriren, 
wenn bei festen Functionen iji, . . ., rj^ auch n feste Functionen Wi, . . ., w. 
existiren, so dass: 

die n Integralgleichungen werden, welches auch die Coefficienten Z für 
Functionen von ss sein mögen; dass also bei einer Aenderung der Z als 
Functionen von z sich zwar die u als Functionen von z ändern, nicht aber 
die Functionen w, in ihrer Abhängigkeit von den r+n+l Argumenten z, x, 11." 
Auf Grund dieser Definition stellen wir uns das Problem: 
Problem. Es sollen alle Differentialgleichungssysteme: 

(17.) -^ = Tii{xi^ ..., x^; Zi(»), ..., Z,(»)) « = i,...,«) 

angegeben werden, welche sich für unabhängige, unbestimmte Coefficienten 
Z integriren lassen.'^ 



Boklmann, nur Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung. 93 

Das Problem ist wieder zu beschränken auf analytische Fnnetionen 
17 bezw. CO von einer endlichen Anzahl von Argumenten Z bezw. u; die 97 
mttssen unabhängig sein; die u hingegen dürfen durch Differentialgleichungen 
verbunden sein. 

Ganz analog wie bei n = 1 gilt nun auch hier für n = n der Satz : 

Theorem. „Damit ein System von n totalen Differentialgleichungen 

erster Ordnung mit n abhängigen und einer unabhängigen Veränderlichen: 

-^ = iy.(iPi, . . ., a:,; Z,(»), . . ., Z,(«)) (.^i,...,!.) 

sich für unabhängige, unbestimmte Coefficienten integriren lasse, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass es unter der Form enthalten*) ist: 

dx' *" 

in welcher die Z unabhängige, unbestimmte Functionen von z, die § aber 
festen Functionen der x bedeuten von der Beschaffenheit, dass die r unab- 
hängigen infinitesimalen Transformationen: 

Xj(f) ^ 2!iSß(Xi^ ..., ^n)-Q^ ü=l,...,r) 

eine r-gliedrige Gruppe von Transformationen der n Variablen x er- 
zeugen. Sind : 

Xi = ii\Xi^ . . ., a:„; Ö1, • • •, dr) 

die endlichen Gleichungen dieser Gruppe mit den r wesentlichen Parametern 
Ol, . . ., Orj so ist: 

fi{x^, .. ., x^] «,(«), ..., «,(«)) = Ci 

das gesuchte System von Integralgleichungen (co.) des Differentialgleichungs- 
systemes (17.). Um zu finden, wie die Z an die u gebunden sind, löse man 
die Integralgleichungen nach o^i, . . ., x^ auf: 

dann sind: 

r .#1 



*) Genaueres über die Art des Enthaltenseins liefert der im zweiten Abschnitte 
dieser Arbeit in Nr. 4 aufgestellte ^Zusatz zu Satz abc^. 
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— die v^ in der bei Lie üblichen Bedeutung gebraucht — die gewünschten 
Gleichungen". 

Das vorliegende Theorem führt also die Aufgabe auf das gruppen- 
theoretische Problem zurück alle endlichen Gruppen in n Variablen zu 
bestimmen. Dasselbe ist bis n = 3 vollständig*), darüber hinaus zum Theil 
geli)8t. In demselben Umfange ist es also möglich, alle Systeme der ver- 
langten Beschaffenheit aufzustellen. 

2. 

Beweis der Richtigkeit der mitgetheilten Losung. 

In den ersten Entwickelungen ist der leitende Gedanke der, dass 
es nur nöthig ist, alle Typen von Differentialgleichungssystemen nebst den 
zu ihnen gehörigen Integralgleichungssystemen zu erschöpfen und, wenn 
möglich, nur dem Aeusseren nach verschiedene Formen unter einer gemein- 
samen Gestalt zusammenzufassen. Dabei ist es theoretisch gleichgültig, ob 
eine solche Aufzählung von den Integralgleichungen oder den Differential- 
gleichungen ausgeht. Es erscheint praktisch zweckmässiger, das System 
der Integralgleichungen den Betrachtungen zu Grunde zu legen. 

1. Betrachtung der spedellen Systeme, deren Integralgleichung (co.) 
nur unabhängige u, und s nur als Argument der u enthalten. Es sei demnach 
zunächst ein System von n hinsichtlich Xi, . . . , x^ unabhängigen Integral- 
gleichungen vorgelegt von der speciellen Form: 

in welchem die co^ vorläufig beliebige, aber feste analytische Functionen 
ihrer Argumente bedeuten mögen, ohne Rücksicht darauf, ob die Coefficienten 
des zugehörigen Systemes von Differentialgleichungen (ij.) unabhängige 
Unbestimmte werden oder nicht. Dagegen seien die unbestimmten Functionen 
fii, ..., Ur unabhängige, d. h. durch keine Differentialgleichungen nullter oder 
höherer Ordnung verbundene, unbestimmte Functionen von z. Natürlich ist 
die Schreibweise der Gleichungen (w.) so einzurichten, dass die u auch 
nicht in einer geringeren Anzahl als r Verbindungen in dem Systeme vor- 
kommen. 

Die Differentiation der Gleichungen (co.) nach z liefert nun n lineare 



*) Vergl. z. B. Lie-Engel, Transformationsgruppen III. Leipzig 1893. 
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dxk 



Gleichungen für die Differentialquotienten 



dz 



" diOi dxi S, dtOi I 

£h-^ '—i — = — äSj-^ •*'<• = 1, ...,n) 

T oXk dz i duj ' 

Wie in A. so bedeuten auch hier, wenn nichts anderes bemerkt ist, die 
Accente Ableitungen nach der unabhängig Veränderlichen, also hier z. 
Die Determinante: 

d(Oi ^ 

dxjt 

verschwindet offenbar nicht identisch, da die n Gleichungen (co.) ja hinsicht- 
lich Xi^ . . . , x^ von einander unabhängig sein sollten. Also lassen sich die 

II Gleichungen für die -^— nach den n Differentialquotienten -^ auflösen. 

Diese werden mithin ganz bestimmte Functionen von den Xi, den Uj und 
den Uj. Die Grössen w, u' mögen nun gerade in s „verschiedenen"*) Ver- 

bindungen Z in den für die --; - erhaltenen Ausdrücken vorkommen: 

Zj = f>(Wn • • .? t^f) w,, . . ., 11^), 0=1, ...,0 

80 dass die Z in der Terminologie von A. als Differentialfunctionen**) erster 
Ordnung der r Unbestimmten u: 

(f.) Zj = fX«,, ..., «r)l O-l,..., 

ZU bezeichnen sind. 

Auf die Gleichungen (f.) sind mithin sämmtliche Entwickelungen des 
zweiten Abschnittes von A. anwendbar, und darin liegt der Grund für die 
Möglichkeit einer Uebertragung der Resultate von A. auf ein System, 

Die — T-^ werden nunmehr ganz bestimmte Functionen von den x 

nnd den Z: 

dxi. 

(17.) —^ = Tjj^^Xij ..., x^] Zi, ..., Z,) cfc = i, ...,«) 

and diese n Gleichungen sind die Differentialgleichungen (77.) des Systemes 
von Integralgleichungen (co.): 

(CÜ.) ^i(Xl^ •••, ^nl «1? •••? ^r) = C, (i = l, ..., n) 



*) Vergl. A. S. 225. Definition 5. 
**) A. S. 215. 
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Nehmen wir nun jetzt die Voraussetzung hinzu, dass die Coefficien- 
ten Z des Systemes (17.) unabhängige, unbestimmte Functionen von s werden 
sollen, so kommt alles darauf an, zu entscheiden, in welcher Beziehung die 
Anzahl s der Z zu der Zahl r der u steht. Dabei ist nattlrlich, wie schon 
vorher bei (w.), so jetzt auch bei (17.) die Schreibweise so vorausgesetzt, 
dass die Z nicht in einer noch geringeren Zahl von Verbindungen auftreten. 

Es wäre nun zunächst denkbar, dass 8<Zr ist. Dann wird die 
Transformation (f.) die Unbestimmte w in * <; r neue Unbestimmte Z über- 
führen. Es ist aber vorauszusetzen gewesen, dass die u in (o;.), also auch 
in (ji.) nicht in einer geringeren Anzahl von Verbindungen auftreten. Mit- 
hin gehört die Transformation (f.) dem allgemeinen Falle der Definition 4. 
von A. (S. 222) an, es können also r—s der u zu festen Functionen 
specialisirt werden und die Z bleiben immer noch unabhängige Unbestimmte"^ 
und die Gleichungen (oi.) die allgemeinen Integralgleichungen des Systemes (17.). 
Das heisst aber das System (w.) enthält die u nur in s verschiedenen Ver- 
bindungen. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass r diese Minimalzahl 
ist. Es ist also die Annahme 8<Zr unmöglich. 

Ist zweitens * = r, so ist die Anzahl der Unbestimmten der Integral- 
gleichungen gleich der der Unbestimmten der Differentialgleichungen und 
die Z sind wie die u unabhängig. Ist endlich *>r, so folgen zwischen 
den Z Differentialgleichungen höherer als uuilter Ordnung. Wir sehen 
also entsprechend dem Satz 10 in A. (S. 241): 

Sali 1. „Lässt sich das System von Differentialgleichungen, (ij.) für 
unabhängige, unbestimmte Coef6cienten Z durch Integralgleichungen der 
speciellen Form: 

integriren, in welchen z nicht explicite vorkommt und die u unabhängige 
Unbestimmte sind, so ist immer s = r." 

2. Zurückführung der allgemeinen Systeme^ in deren Integralgleichungen 
z explicite auftritt und die u durch Differentialgleichungen an einander ge^ 
bunden sind auf die vorigen speciellen^ in welchen z nicht explicite auftritt 
und die u nicht durch Differentialgleichungen verbunden sind. Nun lässt aber 
die Problemstellung als Integralgleichungen auch solche von allgemeinerer 
als der eben betrachteten Gestalt zu, insofern in ihnen einmal die unab- 



*) A. S. 223 Satz 3. b). 
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hängige Veränderliche a noch explicite auftreten nnd sfücitens ein System 
(2.) Yon Differentialgleichungen zwischen den u bestehen darf. 

a. Das explicite s lässt sich aber herausbringen, wenn an Stelle 
von B eine unbestimmte Function von Zi eingeführt wird. Es ist unmittel- 
bar evident, dass das Integralgleichungssystem dann die unabhängige Ver- 
derliche »i nicht mehr enthalten und die Coefficienten des Differential- 
gleichungssystems wieder in unabhängige, unbestimmte Functionen von »i 
Übergehen werden*). 

b. Wenn aber ztceitens die Integralgleichungen: 

erst vermöge gewisser zwischen den u bestehenden Differentialgleichungen 
(X) die Integralgleichungen des Systemes (i?.) werden für unabhängige, 
unbestimmte Coefficienten Z, so behaupten wir wie in A., dass durch Fort- 
lassen des Systemes (X), wenn also die u als unabhängige Unbestimmte be- 
trachtet werden, das System (oi.) zu Differentialgleichungen ein System (t].) 
besitzt, welches wieder lauter unabhängige, unbestimmte Coefficienten Z 
enthält. 

Für den Augenblick möge das alte System (co.), welches erst durch 
Hinzunahme von {2.) Integralgleichungssystem eines Systemes (ly.) mit 
unabhängigen Z wird, durch (cD.), das zugehörige Differentialgleichungs- 
system durch (J].) bezeichnet werden, dagegen das System (w.) bei unab- 
hängigen u durch (cü.) und sein zugehöriges Differentialgleichungssystem 
durch (ij.) benannt werden, Alsdann ist zu zeigen, dass (^.) gleichzeitig mit 
(^.) lauter unabhängige Coefficienten enthält. In dem Systeme (17.) werden 
ja jedenfalls die Coefficienten Z Differentialfunctionen von r unabhängigen 
Unbestimmten u: 

(f.) Zj = fX«!, ..., «r)i. a=i,....o 

Die Anzahl s ist nun entweder ^ r oder > r. Im ersten Falle haben wir 
soeben gesehen (Satz 1.), dass die Z von selbst unabhängig bleiben, indem 
M<Zr gar nicht vorkommen, sondern nur « = r sein kann. Im zweiten Falle 
dagegen bestehen s—r Differentialgleichungen höherer Ordnung zwischen 
den Z. Es ist also zu zeigen, dass diese Möglichkeit nicht eintreten kann. 
E}s gehen ja die Coefficienten Z des Differentialgleichungssystemes 
{ji.) über in die Coefficienten Z des Differentialgleichungssystemes (iy.), wenn 



♦) Vgl. A. S. 246f. 
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die zwischen den u bestehenden Differentialgleichungen (2.) hinzugenommen 
werden. Vermöge (2.) kommen aber zu den *— r im Falle * > r bestehen- 
den Differentialgleichungen noch neue hinzu und, da das System (fj.) jeden- 
falls unabhängige Coefficienten besitzen soll, so ist der einzige Ausweg der, 
dass alle Gleichungen zwischen den Z, die vermöge (f.) und (X) bestehen, 
von der nullten Ordnung werden. Das führt aber ebenfalls zu einem Wider- 
spruche, wie A. S. 242 — 245 gezeigt wurde*). Mithin ist die Annahme 
falsch, dass «>>r sein kann. Die Behauptung ist also erwiesen, und es 
gilt wie in A. so auch hier: 

„Sind die Gleichungen (co.): 

Integralgleichungen des Systemes (ij,) mit unabhängigen, unbestimmten 
Coefficienten Z vermöge gewisser zwischen den u bestehenden Differential- 
gleichungen (X), so sind sie auch ohne jenes System (2.\ also für unab- 
hängige, unbestimmte Functionen u Integralgleichungen eines Differential- 
gleichungssystemes (tj.) mit unabhängigen, unbestimmten Coefficienten Z.^^ 

Demnach werden alle Differentialgleichungssysteme, welche unserem 
Problem Genüge leisten, in solchen enthalten sein, deren Integralgleichungen 
unabhängige, unbestimmte Coefficienten besitzen. 

3. Es kann immer die Zahl r der u gleich der Anzahl s der Z an- 
genommen werden. Es lehrten nun die Ueberlegungen in No. 1 dieses Ab- 
schnittes, für Integralgleichungen (cd.) mit unabhängigen u und ohne ex- 
plicites s, dass, wenn sie unserem Problem Genüge leisten, die Zahl der u 
und die der Z die gleiche ist, nämlich r. Da nun in No. 2 gezeigt wurde, 
dass überhaupt alle Systeme, welche die Anforderungen des Problems er- 
füllen, in jenen speciellen der No. 1 enthalten sind, so ergiebt sich folgender 
die Sätze a., b., c. in A. vereinigende Satz: 

Satz abc. „Alle Differentialgleichungssysteme: 

welche für unabhängige, unbestimmte Coefficienten Z ein System von n 
Integralgleichungen besitzen, sind in denjenigen enthalten, deren Integral- 
gleichungen nur unabhängige, unbestimmte Functionen u, und js nurjals 
Argument dieser u enthalten; deren Integralgleichungen also die Gestalt|haben': 

*) Man hat nur dort an Stelle der tj unsere Z, an Stelle der f unsere f zu setzen. 
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Die Anzahl der Z und der u ist dabei immer die gleiche, es sind also: 

die zu (eo.) gehörigen Differentialgleichungen." 

Anmerkung, Bei dieser Gelegenheit mag gleich eine kurze Bemer- 
kung eingefügt werden, welche die Fassung der Sätze a. und b. in A. be- 
tnfSt. Dieselben sind dem dortigen Zusammenhange entsprechend fttr die- 
jenigen Typen aufgestellt, auf welche die Betrachtung bereits reducirt war 
und welche in der Integralgleichung lauter unabhängige u besitzen. Dies 
ist bei der Aufstellung der beiden Sätze nicht noch besonders wiederholt, 
da es als aus dem Zusammenhange hervorgehend erachtet wurde. Will 
man aber jedes Missverständniss vermeiden, so beginne man die Behauptung 
statt mit „so ist" oder „so hat" mit: „so kann man immer annehmen, dass". 
Jedenfalls liefert unser eben hier aufgestellter Satz abc. für « = 1 eine ein- 
wurfsfreie Zusammenziehung der Sätze a. — c. in A. 

4. Der Begriff des Enthallenseins. Man kann nun noch weiter ins 
Einzelne gehen als es in A. geschehen ist und, indem man die soeben (bei 
Satz abc.) verwandte Ausdrucksweise des „Enthaltenseins" urgirt, dar- 
nach fragen: 

„/i» welcher Weise sind alle Differentialgleichungssysteme in den- 
jenigen enthalten, deren Integralgleichungen nur unabhängige u, und & nur 
als Argument der u enthalten?" 

Die Antwort darauf liefern sofort die in No. 2 angestellten Be- 
trachtungen. 

„Haben nicht schon von selbst die Integralgleichungen die Eigen- 
schaft, dass sie nur unabhängige u und z nur als Argument der u enthalten, 
80 erlangen sie doch die erste dadurch, dass alle zwischen den u bestehen- 
den Differentialgleichungen fortgelassen werden and die zweite dadurch, dass 
eine willkürliche Function von z als neue Veränderliche statt z eingeftihrt 
wird. In beiden Fällen erhält man wieder ein Difierentialgleichungssystem, 
welches sich für unabhängige, unbestimmte Coefficienten integriren lässt." 

Sucht man daher umgekehrt aus einem Differentialgleichungssysteme 
(ij.), welches sich fUr unabhängige, unbestimmte Coefffcienten integriren 
lässt und dessen Integralgleichungen (co.) nur unabhängige u^ und z nur 
als Argument der u enthalten, ein neues Differentialgleichungssystem (fj.) 
zu bekommen, welches sich ebenfalls für unabhängige, unbestimmte Coeffi- 

13» 
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cienten integriren lässt, aber in der Form, dass die Integraigleichnngen (cD.) 
das js auch explicite enthalten und zwischen deren Unbestimmten u Diffe- 
rentialgleichungen bestehen, so erreicht man dies in allgemeinster Weise 
durch folgende zwei Schritte: 

1. Man stellt zwischen den u des Integralgleichungssystemes (co.) 
solche Differentialgleichungen höherer als nuUter Ordnung auf, welche nur 
Gleichungen nullter Ordnung zwischen den Z zur Folge haben. Hierdurch 
bleiben nur eine geringere Zahl der Z unabhängige Unbestimmte. Diese 
seien typisch durch Z bezeichnet. Die übrigen Z werden Functionen der Z. 
Werden diese wirklich durch die Z ausgedruckt und die Werthe in (tj.) 
eingesetzt, so erhält man das gesuchte System (^.). 

2. Man setzt eines der u gleich einer neuen unabhängigen Va* 
riablen, etwa: 

tti(«) = «1, 
und führt überall Zi statt z ein. Ist dann das neue Differentialgleichungs- 
system mit der willkürlichen Veränderlichen s« so beschaffen, dass es wie 
(, ., nicht explicite nnd „«r ,n.bh.»gige Coefflcie«ten Z eithMt, .o hU 
man wieder eines der verlangten Systeme (^.)- 

Was die erste der beiden Anweisungen anlangt, so ist dieselbe sehr 
einfach auszuführen. Es geschieht dies offenbar auf die allgemeinste Art, 
indem irgend welche sich nicht widersprechende Gleichungen nullter Ord- 
nung zwischen den Z aufgestellt und in ihnen mit Hülfe der Gleichungen: 

die Z durch die u ersetzt. So wird ein System (-^.) von Differential- 
gleichungen einer gewissen Ordnung zwischen den u erhalten, welches 
wirklich nur Gleichungen nullter Ordnung zwischen den Z zur Folge hat. 
Wie jetzt weiter zu verfahren ist, wurde bereits angegeben. 

Der zweite der beiden Schritte dagegen ist etwas Unmögliches. Setzt 
man nämlich statt Ui(z) = Si lieber gleich — was offenbar auf dasselbe 
hinauskommt — : 

* 
wo c eine willkürliche Constante bedeutet, so gehen die Gleichungen (f.) 

über in diese: 

Zj = t(C3i, t/2, ..., U^; Cy W.21 • • •? ?0? (> = 1, ..., r) 

wo nunmehr die u unbestimmte Functionen von Zi und die Accente Ab- 
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leitongen nach Zi bedeuten. Die eben aufgeschriebenen Gleichungen stellen 
aber die Z als Differentialfunctionen von nur r—l Unbestimmten dar. Es 
besteht mithin nach A. Satz 3. (S. 223) eine Differentialgleichung zwischen 
ihnen. Das neue Coefficientensystem soll aber wieder nur unabhängige 
Functionen enthalten. Die Gleichung zwischen den Z muss sich also auf 
eine solche nuUter Ordnung reduciren und dies muss gelten flir unabhängige 
Variable 

Dann würde aber auch für unbhängige, unbestimmte Functionen 
aus 

eine Gleichung nullter Ordnung folgen, was ausgeschlossen ist Hieraus 
geht hervor: 

„Es ist unmöglich, das eine der u gleich z zu setzen und es gleich- 
zeitig so einzurichten, dass das System (77.) wieder in ein solches mit un-- 
abhängigen Coefficienten übergeht." 

Der erste der beiden oben angegebenen Schritte bleibt also allein 
Übrig um die sämmtlichen Systeme zu erhalten, welche dem Problem Ge- 
nüge leisten. Es ergiebt sich also als Antwort auf die Frage dieser No.: 
tusatz jsff abc. „Aus denjenigen speciellen Systemen, welche die Anforde- 
rungen des Problems erfüllen und deren Integralgleichungen (co.) nur un- 
abhängige u und js nur als Argument der u enthalten, ergeben sich die 
allgemeinsten Systeme, welche sich im Sinne der Definition 1. für unab- 
hängige, unbestimmte Coefficienten integriren lassen, auf folgende Weise: 

Man stelle irgend welche widerspruchsfreien Gleichungen nullter 
Ordnung (G.) zwischen den Coefficienten Z eines Systemes (??.) auf. Hier- 
dnrch bleiben eine gewisse Zahl der Z unabhängige Unbestimmte. Diese 
^ßien typisch durch Z bezeichnet. Die übrigen Z werden Functionen dieser 
Z. Werden diese wirklich durch die Z ausgedrückt und die so erhaltenen 
Berthe statt ihrer in (i?.) eingeführt, so erhält man ein neues System (^.). 
^Wselbe lässt sich wieder für unabhängige, unbestimmte Coefficienten Z inte- 
geren und zwar werden die Integralgleichungen (cD.) derselben aus denen 
(w.) des Systemes (ij.) erhalten, wenn für die u diejenigen Differential- 
gteichungeu (-S.) aufgestellt werden, welche aus (G.) hervorgehen, wenn 
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in sie mit Hülfe von 

die u an Stelle der Z eingeftihrt werden." 

5. Die Sätze d. und e. der Arbeit A. werden auf den Fall eines 
Systemes übertragen. Dem Gange der Entwickelangen des dritten Abschnittes 
von A. entsprechend wäre nun folgender Satz zu beweisen: 

Satz d. „Werden die Gleichungen: 

zwischen den 2(n+r) Variablen x, u, x, u aufgelöst nach den x: 

SO enthalten die rechten Seiten die 2r Grössen u und u nur in r und nicht 
weniger verschiedenen, von den x freien Verbindungen: 

so dass man hat: 

Die Gleichungen (y/.), lassen sich sowohl nach den u als den u auflösen." 
Der Beweis für die Behauptung bleibt der Sache nach genau der- 
selbe wie in A. S. 247 — 249. Es treten nur eben immer an Stelle von einer 
Gleichung deren n. Wir sparen uns deshalb eine Wiederholung und be- 
merken nur, dass der Beweis auch wörtlich aus A. übernommen werden 
kann, wenn geschrieben wird statt: 

X, y, r/, H, n, g, f 

jetzt dem allgemeinen Falle entsprechend 

a, x^, Z, ?2t, CO,, /i, f 

und noch „Gleichungssystem" statt „Gleichung" gesetzt wird. 

Ganz dasselbe gilt für den Satz e. (A. S. 251.) Er lautet jetzt: 
Satz e. „Betrachtet man das durch Satz d. definirte Gleichungssystem: 

als eine Transformation der n Veränderlichen x in die neuen x mit den r 

wesentlichen Parametern <?i, ..., t?^, so bildet die Schaar aller dieser 00"" Trans- 
formationen eine r-gliedrige continuirliche Gruppe, und 
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oder, nach den x aufgelöst: 

sind n allgemeine Integralgleichungen des Systemes von n DifTerential- 
gleichungen : 

für Coef&cienten Z, welche unabhängige, unbestimmte Functionen von ss sind/^ 

6. Schluss des Beweises. Es erübrigt jetzt nur noch, die im Theoreme 

angekündigte Form des Systemes (^.) aus der Thatsache abzuleiten, dass 

die Transformationen (f.) eine r-gliedrige Gruppe bilden. Sind nämlich: 

die Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe, welche — wie die unserige — 
die inverse Transformation enthält, so wird die Gruppe erzeugt von r un- 
abhängigen infinitesimalen Transformationen: 

n Qf 

und die x als Functionen der a genügen n.r Gleichungen der Form: 

-Q^ = 2:M<^i, • • M ^n)ffi,(au . . ., o.). Crl; ::;; :) 

Ersetzt man nnn x durch x, x durch c und a durch o, so gehen 
die Transformationen der Gruppe Über in die Integralgleichungen {r^.) von (»?): 

X^ = fi\C\^ • • •) ^nj ^1? • • '7 ^V« 

Es bestehen also für die Integrale x die n.r Gleichungen: 

Mnltiplicirt man diese mit —^ und summirt über k, so erhält man die 
Gestalt der Differentialgleichungen (17.), nämlich: 

(^•) . -^ = ^i^M'^a{^i, ...7 ^-)7 

wobei die Z an die t? gebunden sind durch die Gleichungen: 

(fO ^X«) = ^kXpj,(v,, ..., O--^ 

Die r Grössen Z sind also Differentialfunctionen erster Ordnung von r un- 
abhängigen Unbestimmten f> dieser speciellen Form; die f> sind selbst 
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Functionen der u. Die letzten Gleichungen sind also nichts weiter als die 
besondere Form, welche die Gleichungen (f.) annehmen, nachdem einmal 
die Gruppeneigenschaft erkannt ist. 

Hiermit ist nun alles in dem Theorem Behauptete erwiesen. 

3. 

Anwendung der vorigen Entwickelungen auf den Fall n = 2. 

Die Lösung, welche im Vorstehenden von unserem Probleme gegeben 
worden ist, erlaubt die wirkliche Aufzählung aller Systeme, welche sich 
fUr unbestimmte, unabhängige Coefficienten integriren lassen, sobald alle 
Gruppen bekannt sind. Wie schon erwähnt tritt dies für die Fälle « = 1 
bis n = S ein. Es soll daher hier noch als Beispiel die Anwendung des 
Vorhergehenden auf den Fall « = 2 gemacht werden. Der Zweck des 
Folgenden ist hauptsächlich eben der, zur Illustration des Vorhergehenden 
an einem concreten Beispiel zu dienen und nicht etwa besondere Vollstän- 
digkeit zu erstreben. Es soll jedoch hervorgehoben werden, dass man 
ähnlich auch für die Fälle n > 2 zur Aufstellung aller fraglichen Systeme 
verfahren kann. 

1. Die linearen Systeme, Zunächst findet man unter den Differential- 
gleichungssystemen, welche unserem Probleme Genüge leisten, die linearen 
Differentialgleichungen wieder. Also für den Fall n = 2 das System : 

—i- = Zi„+Z,ia;i+Z,2a;2, 



(V-) 



— ^20'T^2l^ll ^22^27 



bezw. 



di 
dessen Integralgleichungen für unbestimmte, unabhängige Z die Form haben 

2. Die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die 
Gleichungen (ij.), (u>.) stimmen offenbar ganz mit den Angaben des Theorems. 
Sie enthalten wieder unter sich die linearen homogenen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, welche ja als System aufgefasst, sich so schrei- 
ben lassen: 

dx. 

-dt = ^- 
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Die IntegralgleichoDgen dieses Systems sind für anabhängige Unbestimmte Z 

Diese besitzen also nicht unabhängige Coefficienten e, vielmehr sind die 
Coefficienten der zweiten Gleichung die Ableitungen derer der ersten. Lässt 
man aber alle Differentialgleichungen fort und setzt als Integralglei- 
chungen an: 

Xi = f>n»Ci-\-f>i2»C2^ 

80 besitzt das zugehörige Differentialgleichungssystem: 

— = ^ii*Xi'\-Zii2*X2^ 



dz 
dx. 



— ^21 • ^l I ^22 • *^2 



Xi = 



ds 

lauter unabhängige Coefficienten Z. In diesem Systeme ist also das vorige 
„enthalten'^, ganz wie es unser Theorem verlangt 

4. Auf&ählung der übrigen Systeme. Was nun die Aufzählung aller 
Übrigen Systeme für n = 2 anlangt, so kann man sich — wie flir jedes n 
— auf primitive Gruppen beschränken. Denn die durch imprimitive Gruppen 
gelieferten Systeme geben vom fhnctionentheoretischen Standpunkt nur tri- 
viale Fälle, sobald die ersteren bekannt sind. 

Die Untersuchungen von Lie*) lehren nun aber, dass die allgemeine 
projective Gruppe: 

^00 + ^0 1 ^1 + ^os ^s 
«oo + öoi^i+öoj^a 

alle für II = 2 überhaupt auftretenden Typen von primitiven Gruppen um- 
üasst. In der That sind die vorher aufgeführten linearen Gruppen ja in ihr 
mit einbegriffen. 

Wie also flir « = 1 die Ent Wickelungen von A. die projective Gruppe 
der Geraden und mit ihr die ßfcca/tsche Gleichung zum Repräsentanten 
aller möglichen Fälle machte, so wird für w = 2 die projective Gruppe 
der Ebene und eine Verallgemeinerung der ßtcca/ischen Gleichung zu 

*) Lie-Engel, Transformationsgruppen III. 
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einem System zum Repräsentanten der hier auftretenden Fälle. Diese 
Analogie hört übrigens für n = 3 schon auf. 

5. Das der Riccatischen Gleichung im Falle ft = 2 entsprechende System. 
Es möge nnn zum Schluss eine schematische Aufstellung des fraglichen 
Systemes folgen. 

Die infinitesimalen Transformationen der projectiven Gruppe sind: 



Pu Ply ^iPu ^lP2y a^zPi, X2P2', xipi + XiX2p2, X1X2P1+XIP2. 



Das zugehörige System (17.) ist daher: 

dx. 



M 



— = Z2ii+Z2iXi-\'Z22X2 + ZQiXiX2 + 2^2X2.*) 



di 

Das zugehörige System der Integralgleichungen (cd.) lautet: 



(^0 



oder: 



Die V sind zu den u „reciprok^^ und genügen daher den Gleichungen 

2 2 

I^ß ^aß ^ßr = ^ay 9 ^ß ^aß ^ßr^^ayi ^«^ '^ = *^ ^' ^> 

ü 

wo «ay = für a + y und c^^ = 1 für a = y. 
Die Determinanten 

verschwinden nicht identisch und es ist: 

UV = 1. 
Die Z werden natürlich wieder Differentialfunctionen der u (bezw. t?), näm- 
lich es wird: 

22 22 

(fO Z^ß = 2r^i)r^r^)*^aß^ 2!r^ar^rß oäev: Z^ß = 2!r^0r^r^'^aß'^2!r^ar*^rß^ 

(a, ß^i),h 2) 

dabei ist zu setzen 

Z(X) = 0. 

Da nun die u (bezw. ti) nur ihren Verhältnissen nach bestimmt sind, kann 
man über sie so verfügen, dass die erste Summe in den Z^ß verschwindet 



*) Systeme dieser Form sind bereits von Jacobi betrachtet worden. 
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Alsdann ergeben die Gleichungen (f.) nach den u\ bezw. e' aufgelöst ein 
lineares homogenes System für die u, bezw, v: 

Es geht eigentlich hieraus schon hervor, dass analog der Aicca/tschen 
Gleichung auch unser System ein System Vessiotscher Transformirten ist 
Genauer zeigt dies folgende Ueberlegung. 

Es genügen nach (e.) 

tlü = flüü, flu = «10, flu = 1*20, bezw. f?(, = f?oü, <?0=<?ül, <?Ü = <?Ü2 

als Fundamentalsystem einer linearen homogenen Differentialgleichung dritter 
Ordnung : 

(0.) ftS'^+KM^^+Küttli+Ksfio = 0, bezw. rS^^+.Uüi<?S'>+^f?;,+^<?y = 0, 
deren Coefficienten rationale Differentialfunctionen der Z sind, während 

tti = «üi, «11, «21, bezw. <?i = <?iü, <?ii, t?i2 
einerseits und 

«2="«U2, «12, «22, bezw. <?2 = «2Ü, «21, «22 

andererseits als Fundamentalsystem je einer linearen homogenen Gleichung 
dritter Ordnung genügen, die zur selben „Klasse^^ (nach Riemann) wie (0.) 
gehört : 

(1.) flP^+inttr^+ii2«I + ^i3«i = 0, bezw. f)?^+flnf)?^+fli2f>'i+f^izf>i = 0, 

(2.) l4^^+^l«2^^+ ^2«i+ ^«2 = 0, bezw. vi^^+fhiVP+fh2f>2 + l^23f>2 = 0. 

Diese gehen durch eine lineare homogene Differentialtransformation zweiter 
Ordnung: 

«1 = Liü«ü+Ai«i+ ii2«u^^ ^ ii(«ü)2, bezw. <?i = Miof>o+ Mnf>o+Mi2f>o^ ^ ^1(^0)2, 

i2ü«U+ J^l«ü+^«S^^ ^ J^(«ü)2, bezw. <?2 = -*f2ü«ü + ^21«ü+^22«r ^ M2(f>o)t^ 

aus (0.) hervor und gehören daher in Riemann^ Bezeichnungsweise wirklich 
zu derselben Klasse wie (0.). Die l, fif L, M sind ihrerseits rationale 
Differentialfunctionen der Z. 

Berücksichtigt man diesen Zusammenhang der u (bezw. t?) unter 
einander, so werden die Integralgleichungen des Systemes (ly.): 



c-> C: 



o 



«+^l(«)s'^»+^»(^),'^« _^ h^y^ ^ _ *i(^)»+^.(p)»'gl+^l(P)s'g8 

«* + ^i (w)> •«! +^> («)>-«ii » + ^- ^i +^- <?3 

2 2 2 12 

■^^ ^ 7 C2, Dezw. arj g — j 5 

« + ^1 («0» -^1 +^, («O.-«» e+ c.c, +"» .c, 

14* 
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Dabei bedeuten: 

ü 1 2 12 

N_^ V^ V^ Na^ V^ ^^ 

u u Uf bezw. 9 19 19 
ein Fnndamentalsystem von Integralen der Gleichung: 

Wir sehen daher aus den Formeln der rechten Spalte, dass Xi und 
X2 rationale DifFerentialfunctionen der Integrale einer linearen homogenen 
Gleichung dritter Ordnung sind. 

Das allgemeine Integral nämlich von 

hat die Gestalt: 

12 

N_^ ^^ N_^ 

V = Co.[D + Ci.V + C2.ti] 

und mit Einführung desselben wird: 

a?l- ^ , a?2- ^ • 

Ein Zurückgehen auf die Definition der M zeigt dabei, dass diese die 
Form haben: 

wobei zwischen den m die Relation besteht: 

W>iü'W22 — Wli2fW2ü = 0. 

Ist umgekehrt Xi gleich irgend einer Diflferentialfunction der Form Mi von dem 
allgemeinen Integral v einer linearen homogenen Gleichung dritter Ordnung 
dividirt durch ©, und a?2 gleich einer Differentialfunction der Form M2 von 
V dividirt durch e, wobei 

ist, so genügen ar^ und X2 demjenigen Systeme (17.)? welches zur allgemeinen 
projectiven Gruppe der Ebene gehört. 

Denn Xi und X2 lassen sich alsdann in die Form setzen: 



Mithin wird: 



a?i = »»i-7-+»»2((>+^), 

X2 = «1~+^'(P+T")' 



(te. / f?' \' . «'" v'f)" 



L = •.~«i,.(-f ) + 



dz '"' V u / ""^ t? '"^ v' ' 



fW2' Ill2* 



dx. 



I V 1 «f ff ^f^ff 



A f> \ , I? DI? 
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t) -t V 



Dabei bedeuten die Pankte Glieder, die in — und — linear sind. Nun 
wird aber nach der Differentialgleichung: 

— eine lineare Function von — und — Demnach wird: 



oder auch 



Aus: 






folgt aber rückwärts: 



0^2 = »iv-»-"*(t+«') 






fj" 



Mithin ergiebt sich: 



^ +(f = NiXi + N2X2. 



^^ = Xi.(MiXi+M2Xi)^ 



ds 

^f- = X2.(MiXi + M2X2) 



dz 

and die Punkte deuten jetzt lineare Functionen von x^ und X2 an. Diese 
haben natürlich die Gestalt: 

^lüT" ^11^1 I ^12*'^2? 
^20 + ^21 ^1 + ^22 ^2« 

Setzt man daher noch: 
SO wird: 

—^ = Zni+ ZnXi + Zi2X2 + ZoiXl + ZixiXiX2^ 

7- = Z2,j+Z2ia?i+Z22a?2+ZoixJ+Zu2 0:10:2. 



ds 
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Es entsteht also wirklich genau dasjenige System (17.), welches zur projec- 
tiven Gruppe der Ebene gehört. 

Wir fassen das Gewonnene so zusammen: 

Satz 2. „Das zur allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene ge- 
hörige System: 



(^0 



dx. 



dz 
dx„ 



7- = Zu}'\-^n^i + Zi2X2+Zaia!ii+Zij2XjX2^ 



ist ein System von „transformirten^^ Gleichungen einer linearen homogenen 
Gleichung dritter Ordnung: 

indem das allgemeine Integralsystem von (17.) sich durch das allgemeine 
Integral 9 rational ausdrückt in der Form: 

(T.) I , ,, Wiii2-ma«i + 0. 

Umgekehrt bestimmt die Transformation (T.) flir jede lineare homogene 
Gleichung dritter Ordnung ein System (1?.), welches zur allgemeinen projec- 
tiven Gruppe der Ebene gehört" 

Berlin, im August 1894. 
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Zur Theorie der Differentialgleichungen, 
die Fundamentallösungen besitzen. 

(Von Herrn Alf Guldberg in Christiania.)*) 



In einer Abhandlung **) : „Zur Integration der Diflferentialgleichungen 
erster Ordnung mit unbestimmten Coefficienten^^ hat Herr Bohlmann sich 
folgendes Problem gestellt: 

„Alle Differentialgleichungen erster Ordnung: 

anzugeben von folgender Beschaffenheit: Es sei H eine bestimmte Function 
seiner Argumente, dagegen ^i, . • . , ^« unbestimmte, unabhängige Functionen 
Yon t, und es soll eine feste Function i2 seiner Argumente existiren, so 
dass die Gleichung: 

(i2.) i2(f, x; fiitij, . .., Ur) = Const, 

wo die u unbestimmte Functionen von t bedeuten, welche jedoch nicht 
unabhängig zu sein brauchen, die Integralgleichung der Differentialgleichung 
(Ä) ist. Aendert man die Functionen i? der Differentialgleichung, so sollen 
in der Integralgleichung nur die Functionen u sich ändern, dagegen soll 
12 dieselbe Function seiner Argumente bleiben. Die Integralgleichung (i2.) 
soll zur Differentialgleichung jede beliebige der Form (Ä), aber nur solche 
dieser Form besitzen können." 

Herr Bohlmann zeigt zunächst, dass die u irreductibel , d. h. von 
einander unabhängig sein müssen, und dass man die Voraussetzung machen 
kann, dass die unabhängige Veränderliche t in der Integralgleichung (i2.) 

*) Diese Arbeit, welche sich mit demselben Probleme beschäftigt, wie die vorher- 
gehende des Herrn Bohlmann, ist nur wenige Wochen später als letztere der Redaction 
zugegangen. F. 

**) Dieses Journal, Bd. 113. 
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nicht explicite vorkommt. Unter diesen Beschränkungen ist das Problem, 
wie man leicht sieht, mit dem folgenden identisch : Sämmtliche Differential- 
gleichungen erster Ordnung: 

anzugeben von solcher Beschaffenheit, dass ihre allgemeine Lösung 
sich vermittelst einer bestimmten irreductiblen Anzahl particulärer Lösun- 
gen und einer arbiträren Constanten durch eine bestimmte Formel aus- 
drücken lässt 

Dieses Problem ist schon früher von Herrn Vessiot erledigt In 
den folgenden Zeilen erlaube ich mir, das analoge Problem für ein 
System simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung kurz zu be- 
sprechen. 

Es sei folgendes System simultaner Differentialgleichungen vorgelegt: 

d(Ci 

(I.) —^ = fi(Xi^ X2, ..., X,, /). 0=11, 2, ...,«) 

Eine allgemeine Lösung des simultanen Systems (I.) sei: 

Wir verlangen nun, dass diese allgemeine Lösung (a?i, 0:2, ..., x^) sich vermittelst 
einer bestimmten irreductiblen Anzahl particulärer Lösungen: 

\CC,J iTji, ^21, • • •, ^nl5 "^IZ? •'^22? • • •) *^n2^ * • '5 '^Ipf ^2pj • • •) ^mp 

und n arbiträrer Constanten ai, 02, . . ., a„ durch ein bestimmtes Formel- 
system : 

(il.j Xi = (p{\Xii^ ir2H • • •? ^»Ij • • «5 ^Ipy ^2p9 • • •? ^np5 ^H ^2) • ' •» ^n) 

= 1,2, ..., n) 

ausdrücken lässt, wo die 9. unverändert bleiben, wenn wir statt der parti- 
culären Lösungen (a.) p willkürliche andere Lösungen substituiren. 

Aus den Formeln (IL) für die allgemeine Lösung sieht man zunächst, 
dass die singulären Punkte der Lösungen unabhängig von den arbiträren 
Constanten sind, dass also die Differentialgleichungen zu der grossen Klasse 
von Differentialgleichungen gehören, die feste Verzweigungspunkte besitzen. 
Bei ihrer Integration darf daher die Fuchs^che Theorie der linearen 
Differentialgleichungen auch auf diese Differentialgleichungen eine Anwen- 
dung finden. 
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Schreiben wir nan die Gleichungen (ü.) in p verschiedenen Werth- 
systemen der arbiträren Constanten a, so erhalten wir folgende Gleichungen: 

(ß.) x^ = Vi(p^ii^ ^21» • • «j ««i; . . .; Xipy X2py . . ., x^; Oif, a2jy . . ., a^), 

welche Gleichungen eine continuirliche einfache transitive Gruppe in den 

Veränderlichen x^ und op^ mit den Parametern ay^^ Oy, ..., a^ bilden. 

Nach einem bekannten Theorem von Lie kann man aber, wenn eine 
vorgelegte Gruppe in den Veränderlichen x: 

einfach transitiv ist, neue Parameter (6) von solcher Beschaffenheit einfuhren, 
dass man eine einfach transitive Gruppe in den Veränderlichen x* und 6 
mit den Parametern (x,) erhält. Dieses vorausgesetzt, denken wir uns die 
Parameter (a) in den Gleichungen (ß.) so gewählt, dass diese Gleichungen 

eine einfach transitive Gruppe mit den Veränderlichen x und a bilden. 
Definiren aber die Gleichungen: 

X^ =: (Pi\Xii^ . . ., a?„i5 • . •, Xipy • • *, X^j dy, • • M ^nf) 

eine einfach transitive Gruppe in den Veränderlichen x und a, so definiren 
die Gleichungen: 

eine p-fach transitive Gruppe in den Veränderlichen x und a mit den Para- 

Wir haben also folgenden Satz: 

Soll das System (I.) irreductible Fundamentallösungen besitzen, d. h. 
lässt die allgemeine Lösung (a?i, X2^ ..., x^) sich durch eine bestimmte irre- 
ductible Anzahl particulärer Lösungen: 

und n willkürliche Constanten a^, ..., a. immer auf dieselbe Weise 

(III.) Xi = (pi(xn^ ..., x^i; ...; Xip, ..., a:„p,- ai, ..., aj « = 1,2,...,«) 

ausdrücken, wo die (p unabhängig von der 'Wahl der particulären Lösun- 
gen (y.) sind, so definiren die Gleichungen (HL) eine continuirliche p-fach 

Journal für Mathematik Bd. GXV. Heft 2. 15 
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transitive Gruppe in den Veränderlichen x and a mit den Parametern 

Um Über die Anzahl (p) der auftretenden particulären Lösungen 
klar zu werden, erinnern wir uns zweier wichtigen Theoreme von Lie. 

Eine endliche continuirliche Gruppe in n Veränderlichen ist höchstens 
(w+2)-fach transitiv. 

Ist eine r-gliedrige Gruppe in n Veränderlichen (ii+2)-fach transitiv 
80 ist sie mit der allgemeinen projectiven Gruppe des n-fach ausgedehnten 
Raumes ähnlich. 

Die Werthe, welche die p annehmen dürfen, sind 1, 2, ..., (i»+2); 
und im Falle p=^n+2 ist die Gruppe der allgemeinen projectiven ähnlich. 

Wir sind durch diese Bemerkungen zu dem folgenden Satze, der für 
den Fall it = 1 schon frtlher von Königsberger bewiesen ist, geführt: 

Bei jedem Systeme simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung: 

djß' 

—jf- = fid^il ^2, «.-J ^»9 = 1,2, ...,«) 

bilden die particulären Lösungen unendlich viele selbständige, nicht durch 
analytische Beziehungen auf einander zurUckfUhrbare Functionen. Besitzt 
dagegen das System irreductible Fundamentallösungen, so definirt es höchstens 
(n+2) in dem angegebenen Sinne wesentlich verschiedene Lösungen. 

Wenden wir zuerst diese Bemerkungen auf den Fall n = 1 an, d. h. 
auf die von Herrn Bohlmann untersuchten Differentialgleichungen. Nach 
den fundamentalen Untersuchungen von Lie kann jede continuirliche p-fach 
transitive Gruppe in einer Veränderlichen auf einen von den drei folgenden 
Typen von Gruppen durch eine Punkttransformation zurückgeführt werden, 
nämlich die allgemeine projective, die allgemeine lineare und die lineare 
homogene Gruppe: Gruppen die respective 3-fach, 2-fach und einfach 
transitiv sind. 

Wir erhalten demnach folgende drei Typen von Differentialgleichungen, 
die Fundamentallösungen besitzen. 

Die Differentialgleichung : 

(1.) —^ == Aii+A^x+AiX^, 



*) Guldberg: Comptes Rendus. 1893 p. 964. Man vergleiche auch die wichtige 
AbhandluDg von Lie in den Math. Ann. Bd. 25 S. 128, sowie Lie: Leipziger Berichte 
1893 S. 341. 
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deren allgemeine Lösung die Form hat: 



(y'O 



X 






Die Differentialgleichung 
deren allgemeine Lösung: 



= Ao-^AiX, 



X = a:2Ö+a?i(ö— 1) 



ist. 



Die Differentialgleichung 



(3.) 
deren allgemeine Lösung: 



dx 

~dr 



= A^, 



X =^ x^a 



ist In diesen Gleichungen bezeichnen die A Functionen von ty Xi particuläre 
Lösungen und a eine willkürliche Constante. 

Die Differentialgleichung, welche das Hauptinteresse hat, ist selbst- 
verständlich die erste. Aus der Form der allgemeinen Lösung dieser Glei- 
chung geht hervor, dass die Integration der Differentialgleichung geleistet 
ist, sobald man ein System von Fundamentallösungen kennt. Es fragt sich 
dann, wenn drei particuläre Lösungen (a?i, otj, 0:3) gegeben sind, ob diese ein 
System von Fundamentallösungen bilden. Um diese Frage zu erledigen, 
schreiben wir die Differentialgleichung (1.) in symmetrischer Form: 



X 



Xi 

f 
X2 

f 
a?3 



X2 

Xi 



X 
Xi 



1 
1 
1 
1 



= 0. 



x,, Xj, 073 bilden hier ein System von Fnndamentallösnngen ; die Coeffi- 
cienten A drücken sich dabei durch die x^, X2, X3 and ihre Derivirten folgender- 
massen aus: 



A. = 



< 


«^l 


1 


'', 


«'j 


1 


< 


*. 


1 



A = - 



< 


^? 


1 


< 


< 


1 


< 


^\ 


1 



^« = 



x\ 



X, 

x\ 



X 
X 



X 



X, 



X. 
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wo: 



J = 



x] 


Xx 


1 


xl 


X3 


1 


xl 


X3 


1 



ist. 

Hieraus geht hervor, dass wenn die drei particulären Lösungen x^ x^y x^ 
ein System von Fundamentallösungen bilden sollen, ihre Determinante 



x\ 


Xl 


1 


xl 


X2 


1 


^^ 


Xi 


1 



von Null verschieden sein muss. Diese nothwendige Bedingung ist auch 
hinreichend, denn man kann stets eine Gleichung von der Form (y\) bil- 
den, welche in die Differentialgleichung (1.) substituirt diese identisch be- 
friedigt, und da sie eine willkürliche Constante enthält, liefert sie die allge- 
meine Lösung. 

Beschränken wir uns für das Folgende auf den Fall, dass die A 
rationale Functionen von / sind. Zwei Fälle sind nun möglich, entweder 
hat die vorgelegte Differentialgleichung eine Lösung mit einer Differential- 
gleichung von derselben Art, die Fundamentallösungen besitzt und die zu 
dem zweiten oder dritten Typus gehört, gemeinsam oder nicht Im ersten 
Falle nennen wir die Differentialgleichung reductibel, im zweiten irreductibel. 
Man kann dann stets durch eine endliche Anzahl von Operationen ent- 
scheiden, in wie weit eine vorgelegte Differentialgleichung von der Form 
(1.) irreductibel ist oder nicht Ist die gegebene Differentialgleichung irre- 
ductibel, so lässt sie sich bekanntlich im allgemeinen Aicht durch Quadra- 
turen lösen; soll sie es sein, so muss eine Relation zwischen den Elementen 
Xl, 0^29 X3 eines Fundamentalsystems statt haben. Diese Relation in Verbindung 
mit den drei Ausdrücken für ^ A^ und A2 giebt die Elemente a?i, 0^2? x^^ durch 
welche die allgemeine Lösung x sich in bekannter Weise ausdrücken lässt 
Diese nothwendige Bedingung ist im allgemeinen nicht hinreichend ; ob es 
der Fall ist, hängt bekanntlich von der Natur der Relation ab. 

Wir werden jetzt den Fall » = 2, d. h. ein System von zwei Diffe- 
rentialgleichungen, etwas näher besprechen. Da nach den bekannten 
Untersuchungen von Lie sämmtliche continuirlichen Gruppen in zwei Ver- 
änderlichen bestimmt sind, können wir leicht ein vollständiges Schema der 
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Typen aufstellen, anf die sich sämmtliche Systeme von zwei Differential- 
gleichungen, die Fnndamentallösnngen besitzen, durch eine Punkttrans- 
formation zurückfahren lassen. Unter diesen Systemen von Differential- 
gleichungen werden aber die, welche einer p-fach transitiven imprimitiven 
Gruppe entsprechen, eine Differentialgleichung enthalten, die entweder eine 
Afccatfsche oder eine lineare Differentialgleichung ist, deren Integration 
also ganz unabhängig von der anderen Gleichung ausgeführt werden kann. 
Wir werden deshalb nur die primitiven Gruppen in Betracht ziehen. 
In zwei Veränderlichen nun giebt es nur zwei primitive Gruppen, die 
p-fach transitiv sind: die allgemeine projective und die allgemeine lineare 
Gruppe. 

Wir erhalten demnach folgende zwei Systeme von Differential- 
gleichungen : 

I. Das System 

-^ = Aiic^+A2xy+BiX+B2y+Bij 
dessen allgemeine Lösung die Form: 



X = 



hat, wo: 



^1 = 



^4 — 0:3 X^ — X'i 
»4 -»3 »4 -»2 



ist 



IL Das System: 



SiXidiOi 

_1 

3 ) 



1 

3 

1 



, J2 = 



X^ ~~ X"^ X^ •— Xi 

y*—y3 y*-yi 



dx 

~dr 

dy 
dt 



= Au+Aix+Aty, 
= B,-\-B,x+B,y, 



J.= 



X^ — Xi X4 — X2 



dessen allgemeine Lösung die Form 

y = (»3-»2)ai+(»2-»i)a2 + »i 
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hat In diesen Gleichungen bedeuten A, B, C Functionen von t, die Xi, tfi par- 
ticuläre Lösungen und die a^ willkürliche Constanten. Ohne näher auf die 
Integration dieser beiden Systeme eingehen zu wollen, bemerken wir, dass 
das erste System bekanntlich durch eine einfache Substitution in ein System 
von drei linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung Über- 
geht Für n = 1, n^2 reduciren sich also unsere Gleichungen auf Systeme 
von linearen Diflferentialgleichungen. Ganz analog wird es sein, wenn wir 
die Differentialgleichungen in den Fällen n = 3, 4 aufstellen werden. Es 
scheint sodann, dass man bei diesen Untersuchungen zu keiner wesentlich 
neuen Klasse von Differentialgleichungen kommen werde. 
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Ueber lineare Differentialgleichungen 
mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten 

(Fortsetzung der Abhandlung S. 33^52 dieses Bandes.) 
(Von Herrn L. W. Thomi in Greifswald.) 



Zweite Abtheilong. 

Reguläre Differentialausdrficke. 

5. 

Definition der regulären DifTerentialausd rocke und Aufstellung eines Typus von solchen. 

Uie Differentialgleichang F^(y, u, e, w,x) = iu No. 3 sei so be- 
schaffen, dass bei jedem singulären Punkte im Endlichen und entsprechend 
bei x = CO der in No. 3 I. für jeden einzelnen Complex zusammenhängender 
Combinationen der Zweige von u, e, w aufgestellte Differentialausdruck 

Gmiüy ^9 ^9 ^yV) bei S = regulär sei, also der Coefficient von .^_^ höch- 
stens in ater Ordnung für ^ = unendlich werde. Ein Differentialausdruck 
F»(y> ^9 ^9 ^9 ^) VöJ^ dieser Beschaffenheit, heisse ein regulärer Differential- 
mtsdruck. 

Ein Typus von regulären Differentialamdrücken ist folgender: Der 

Coefficient von ^^_^ in F^ ist unter Zugrundelegung der in No. 1 ge- 
machten Angaben — ^v^"'A!?2_ ^ jj^ xinii K^ ganze rationale Ausdrücke, die 

ganzen rationalen Functionen von x in Zähler und Nenner haben keinen 
gemeinschaftlichen Theiler. Hier soll K^{x) in einem Punkte, wo Kf,{x) = 
ist, höchstens in ater Ordnung verschwinden. Der höchste Exponent von x 
in der Gleichung von u sei hy in der von v sei k, in der von w sei /. 

Nun sei in -j^ x = <"*, ul!' ^^u^vi" = v\ wf = w' gesetzt, wodurch der Aus- 
druck f v'rl\^ hervorgehe. Hl und K[ ganze rationale Ausdrücke 
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und /Ta für ' = von Null verschieden. Der Exponent s soll gleich oder 
grösser als a sein. Dieser Differentialausdruck F^ ist ein regulärer. 

Nach No. 3 I. erhält man bei einem singulären Punkt x^a bei 
dem einzelnen Complexe von R zusammenhängenden Combinationen der 

Zweige von ii, r, lo durch Substitution von {x—a)^ =^ 

/ dx \ — "* 

Der Differentialaasdnick F. sei 

(2.) 
Wird a?— a = ^^ gesetzt, so ergiebt sich durch den Schluss von l—l auf i 

wo die c^^^ Constanten, welche durch die Recursionsformel 









(4.) cw = c?-»)-ei'>(«-l+(i-l)(Ä-l)), cS^-'> = l, cili» = 

(» s= 1, . . ., i— 1) 

bestimmt werden. Hieraas erhält man ftir G„ folgenden Aasdrnck: 



(5.) 



+ -^-S-K-'+p.ä5''| 






+ 



+ 



^-1 



f" 



^|ca+p.ßS*cfc>)-hp,(ÄS'0'ci:^'^+-+p™-i(ÄST-M 



y |p.(Ä^r|. 



Nach den Über die Coefficienten p gemachten Voraussetzungen enthalten 
die Entyrickelungen von u, v, w nach Potenzen von ^ nur Potenzen mit 
positiven ganzzahligen Exponenten ; die Grösse p^ wird fttr ^ = höchstens 

in der Ordnung aR unendlich. Demnach wird der Coefficient von .^^^^ 

in (6.) für ^ = höchstens in ater Ordnung unendlich, also ist G„, bei C = 
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ein regalärer Differentialausdruck. Bei x = oo wird x = — in F^ gesetzt, daher 

Der Ausdruck F^ geht aus (5.) hervor für ^ = *, Ä = —1. Nach den über 
die Coeffieienten p gemachten Voraussetzungen bleiben die oben genannten 
Functionen ti', e*, ir' für < = endlich, p^ geht für x^t"^ in den oben 

beschriebenen Ausdruck f yrV^N'^ über. Daher nimmt der Coefficient 

von -^ in F« die Form " 'K''m ^"' ^^ ^"' ^^^ ^^' ganze rationale 

Ausdrücke sind, und /Ta'CO für f = höchstens in ater Ordnung verschwindet 
Man kommt also nun auf denselben Fall wie bei x^a zurück. 

6. 

Homogene lineare Differentialgleichungen mit regulärem Differentialausdrucke. 

Es werde nun die homogene lineare Differentialgleichung 

Pm^y, n, c, w, x) = 

untersucht, wo F^ ein regulärer Differentialausdruck (No. 5) ist. 

I. Bei einem singulären Punkte x=^a ist dann gemäss No. 3 I. für 
jeden Complex von R zusammenhängenden Combinationen der Zweige von 
IT, e, w die dort angegebene Differentialgleichung (1.) 

(1.) G,.iy, u,f>,w,V)^o 

aufzustellen, deren Coeffieienten nach Einsetzung der Entwickelungen der 
algebraischen Functionen u, v, w Potenzreihen in Bezug auf t mit ganz- 
zahligen Coeffieienten sind, G^^ ist bei ^ = regulär. — In Betreff der 
Entwickelungen einer algebraischen Function vgl. die Abhandlungen des 
Verfassers Bd. 104, 108, 112 dieses Journals. — Aus (1.) erfolgt die Ent- 
wickelung der Integrale, die zu einer Gruppe der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung gehören, welche sich nur um ganze Zahlen unterscheiden. Diese 
Wurzeln seien r^ bis r, und so geordnet, dass der reelle Theil der vorher- 
gehenden nicht kleiner als der der folgenden ist. Die Integrale werden 
durch die Ausdrücke gegeben (vgl. Abh. Bd. 96 No. 1): 

(2*.) f?i, V, ff>2dt, . . ., f^iJ^dZf>2''ff^sdZ, 

(2^) 1^1 = ^;fi©, r„ = r-"^«-" z.®, (-=2,...,.) 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 2. 16 
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WO die Grössen x Entwickelungen der Form Ci,(l+^Ca^") haben, Cq will- 
kürlich, Ca eindeutig bestimmt ist. Ans diesen Ausdrücken ergeben sich, 
indem bei den Integrationen das constante Glied annullirt wird, die Ent- 
wickelungen der Integrale dieser Gruppe 

wo die Grössen (p Entwickelungen der Form ^^«^^ haben, welche in dem 

Ausdrucke (3.) nicht alle für C = verschwinden und wo, wie sich durch 
Umgang um ^ = in (2.), (3.) ergiebt, ^"y^a (^ > 1) linear und homogen 
mit Constanten Coefficienten durch die Grössen T^Va* (h<Zn) sich ausdrucken 

lässt. Die Reihen fUr cp convergiren in dem Kreise mit dem Radius /^^ 
wo / der Radius des Bezirkes von x = a in F^ = ist (No. 3 L). In dieser 
Weise seien insgesammt m linear unabhängige Integrale von 6^ = bei ^ = 
aufgestellt. Dann ergeben sich aus diesen Entwickelungen, indem 

1 2711«' 



^ = (x—a)^e ^ («' = (),..., Ä-i) 

gesetzt wird, die m Integrale von F^ = flir jede der R Combinationen des 
Complexes in dem Bezirke von x=^a gemäss den Angaben in No. 3 I. 

Die Grössen q> (3.) sind näher zu betrachten. Aus den Entwicke- 
lungen (2.) kann man beliebig viele Glieder in den Entwickelungen der 
Grössen (p (3.) bestimmen; dadurch dass wenigstens r^—r.+l Anfangsglieder 
in den x (ß^-) ermittelt sind und die successiven Integrationen bei diesen vor- 
genommen werden, kann man ersehen, welches die höchste Potenz des Loga- 
rithmus in (3.) wird (vgl. Abh. Bd. 96 S. 242, Bd. 107 S. 78). Für die Factoren 
der Logarithmenpotenzen in (3.) kann man nach Abh. Bd. 96 No. 15 eine 
homogene lineare Differentialgleichung, die bei ^ = regulär ist, aus G^ = 
herleiten, welche dieselben erfUllen. Aus einer solchen Differentialgleichung 
ergeben sich Recursionsformeln für die Coefficienten in den Entwickelungen 
der Grössen ip, zugleich dient diese Differentialgleichung zur Werthberech- 
nung derselben Grössen (vgl. IV.). Kommen keine Logarithmen in den 
Integralen vor, so dient 6„. = demselben Zwecke. Bei Herleitung jener 
Differentialgleichung werden die Differentialquotienten von u (ebenso bei 

V, w) unter der Form —^v^-- (Ä und K ganze rationale Ausdrücke) ver- 
mittelst der Gleichung von u ausgedrückt. Die Coefficienten der genannten 
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Differentialgleichung ergeben sich unter der Form - Jf^^'^' \ 7 ^^ ^ ^^^ 
K ganze rationale ' Ausdrücke sind. 

Es tritt bei Herleitung letzterer Differentialgleichung die Aufgabe 
auf, zu beurtheileUy ob ein ganzer rationaler Ausdruck von X> ^^d den Func- 
tionen tf, V, u) von ^ identisch verschwindet. Diese Aufgabe, die auch 
in der dritten Abtheilung vorkommt, ist in folgender Weise zu behandeln. 
S sei ein solcher Ausdruck. Es werden die aßy Producte u^^'v^'w^' = c^^a'ßr 
(«' = 0,...,«— 1, /?' = 0, ...,/3— 1, / = 0,...,y— 1) aufgestellt, alsdann die 
aßy Grössen Sco^.ßy. vermittelst der Gleichungen von u^ v, w als homogene 
lineare Ausdrücke jener aßy Grössen o}^,ßy, ausgedrückt mit Coefficienten, 
die ganze rationale Functionen von ^ sind. Man erhält dadurch ein System 
von aßy Gleichungen, welche die aßy Grössen co^,^,^,, unter denen der 
Werth 1 ist, linear und homogen enthalten. Die Determinante dieses 
Systems ist gleich Null, wodurch für S eine Gleichung mit ganzen rationalen 
Functionen von X> als Coefficienten und dem Coefficienten von S"^^ gleich 
(-^\yßr hervorgeht. In dieser Gleichung muss, wenn S identisch verschwin- 
den soll, zunächst der Coefficient von S" verschwinden; alsdann sei die 
höchste Potenz von S, die in allen Gliedern vorkommt, weggestrichen. In 
der übrigbleibenden Gleichung sei ein Punkt ^y in dem Entwickelungs- 
gebiete von u, t?, w genommen, in welchem das absolute Glied nicht ver- 
Bchwindet. Damit S identisch verschwindet, ist nothwendig und hinreichend, 
dass in dem Punkte ^0 dem Modul nach S kleiner ist als eine Grösse unter- 
halb der kleinsten Wurzel der Gleichung. Der Werth von u (ebenso bei 
«, w) in der Entwickelung von u durch die von ^ abhängende Potenzreihe 
in dem Punkte ^0 wird nach Abh. Bd. 91 No. 3 II'. mit beliebiger An- 
näherung berechnet, wobei eine dazu erforderliche positive Grösse, die den 
Modul von u übertrifft, aus der Gleichung von u bekannt wird. 

Wenn auf diese Weise für den Nenner jfif (^, u, v, w) in einem Coeffi- 
cienten der oben genannten Differentialgleichung eine Gleichung hergeleitet 
ist, deren Coefficienten ganze rationale Functionen von ^ sind, der Anfangs- 
coefficient gleich 1, das absolute Glied nicht identisch Null, so sei der 
höchste Exponent von <C, in den Coefficienten gleich n, dann kann die Anfangs- 
potenz von ^ in der Entwickelung von K keine höhere als die wte sein, 

V 

dieselbe sei v. Es werde nun w = JE'Ca^^+^'^"^^M' gesetzt, ebenso bei t? und 

», 80 nimmt K die Form an ct'{).-\-^K'(JI^,u'.v\u>'y), wo K' ein ganzer 

16* 
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rationaler Ausdruck. Der Zähler in dem Coefficieuten muss, da die be- 
treffende Differentialgleichung bei ^ = regulär ist,, unter der Form 
^'^H'{^, u, x>y vd'\ wo B! ein ganzer rationaler Ausdruck, auftreten bei dem 
Differentialquotienten, der um a niedriger als der höchste ist. — 

Wie in der dritten Abtheilung gezeigt wird, giebt es eine homogene 
lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten , welcher die Inte- 
grale von F^ = genügen. Wenn man dieselbe nach den dortigen Angaben 
aufstellen kann, so erhält man aus derselben durch x—a^t,^ eine Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten, welcher die Integrale von Crm = 
genügen, und kann aus dieser nach Abh. Bd. 96 No. 15 eine Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten herleiten, welcher die Logarithmen- 
potenzen in (3.) genügen. Dieselben liefern Recursionsformeln für die 
Coefficienten der Entwickelungen, die eine constante Anzahl der Glieder 
enthalten. 

IL Der Umgang in den bei x^^^a aufgestellten Integralen um den 
Punkt a? = a geschieht, wie in No. 3 II angegeben. Das Resultat des Um- 
ganges in dem Ausdrucke (3.) um S = ist eine lineare homogene Verbin- 
dung mit constanten Coefficienten der Integrale (3.) für 1 bis «. Diese 
Constanten Coefficienten ergeben sich successive aus den Integralen (2.), 
indem, wenn Y ein Ausdruck der Form (3.) ist, und das Resultat des Um- 
ganges durch [y] bezeichnet wird, die Function /Vrf^, in deren Entwicke- 

lung das constante Glied annuUirt ist, durch denselben Umgang in /[y]rf^+c 

übergeht, wo in /[y](/^ die Integrationsconstante annuUirt ist, die Constante 

c direct durch den Umgang mJYd^ bestimmt wird (vgl. Abh. Bd. 96 No. 19). 

III. A) Die Integrale (3.) als Functionen von x betrachtet, werden 
nach No. 3 III in dem Gebiete des dort durch C bezeichneten Kreises, 
innerhalb dessen ausser x=^a kein singulärer Punkt liegt, dargestellt. Wenn 
dieser Kreis C durch eine lineare Substitution x = f(§) conform auf den 
Kreis in der ^-Ebene mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und dem Radius 1 
abgebildet wird, so dass dem Punkte x = a der Punkt ^ = 0, einem Punkte 
x = b auf der Peripherie von C der Punkt ^ = 1 entspricht (vgl. Abh. 
Bd. 96 No. 20), so werden die Integrale (3.) als Functionen von S betrachtet 
in dem Gebiete dieses letzteren Kreises dargestellt. Diese Darstellungen 
gehen aus den Ausdrucken der Integrale (13.) in No. 3 hervor, die von 
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der dort angegebenen Variablen ^i abhängen , wo ^i in dem Gebiete des 
Ejreises um Ci = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 sich befindet. Um 
nun diese Ausdrücke herzustellen, ist in die Entwickelang (3.) für ^ die 
Variable ti gemäss No. 3 (10*.), (11.)? (12.) einzufllhren und nach Potenzen 
von ti anzuordnen. Die Entwickelungen dieser Functionen V^(Si) in No. 3 (13.) 
nach Potenzen von ^i mit positiven ganzzahligen Exponenten convergiren in 
dem Kreise um Ci == als Mittelpunkt mit dem Radius 1. Führt man in 
Gm(y, 11, f?, IT, Ö = für t die Variable Si ein, so erhält man eine Differential- 
gleichung, die bei ^i = regulär ist. Dieselbe geht aus F^(y, u, v, u),x) = 

durch Substitution von a?— a = ^,DyR (No. 3 (10*.)) hervor, enthält daher 

als Coefficienten ganze rationale Ausdrücke von u, f), w, deren Coefßcienten 
rationale Functionen von Ci sind. Wenn in der Gleichung von u der höchste 
Exponent von x der Ate ist, so wird «i(l+ß^f)* = «' eingeführt, entsprechend 
bei V, u). Dann kann man aus dieser Differentialgleichung in derselben 
Weise, wie in I. bei (3.) nach Abh. Bd. 96 No. 15 eine solche Differential- 
gleichung herleiten, welcher die Factoren der Logarithmenpotenzen in den 
Ausdrücken No. 3 (13.) genügen, und welche bei Si = regulär ist. Die- 
selbe liefert Recursionsformeln für die Coefficienten in den Entwickelungen 
der Functionen V/(^i). 

Wird für ^i wieder ^i = 1^ in die Entwickelung einer Function xp(J^x) 
eingeführt, so erhält man die Grösse No. 3 (14), wo die Functionen W(J) 
durch Potenzreihen mit positiven ganzzahligen Exponenten dargestellt sind, 
die in dem Kreise mit dem Radius 1 convergiren. Der Kreis C soll nun 

auf der Peripherie ausser dem Punkte x = 6, welchem § = 1 entspricht, keinen 

_\_ 

singulären Punkt besitzen. Dem Punkte f = 1 entsprechen in | ^ = ^^ die 

— Ä- 
R Punkte e ^ = a>^' (ß' = 0, ..., Ä— 1) auf der Peripherie des Kreises um 

^1 = als Mittelpunkt mit dem Radius 1. Ueber die Peripherie dieses 

Kreises hinaus in einem Gebiete, welches keinen dieser Punkte enthält, 

bleiben die Functionen V^(^i) in No. 3 (13.) einwerthige und stetige analy- 

tische Functionen, ebenso die Zweige der Functionen xp((o^'§^) abgesehen 
von S= 1 über den Kreis um | = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 
hinaus. Setzt man nun fUr eine solche Function den Ausdruck No. 3 (14.) 

(4.) v/(co«'F) = ?^,(^)+''i(s')ö>'^'$"^+-+V^/.-i(l)K'P)'^"\ 
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SO ergiebt sich durch Auflösung dieses Systemes von R Gleichungen, dessen 
Determinante nicht verschwindet, nach den ¥^(1), dass die Functionen V(ß) 
über die Peripherie des Kreises um § = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 
hinaus in einem Gebiete^ welches 1 = 1 nicht enthält, einwerthig und stetig bleiben. 

B) Nun werden die Integrale von F„,(y, u, t?, u),x) = bei dem 
Punkte x = b, der S=l entspricht, aufgestellt. Diese Integrale werden 
ferner nach No. 3 III. durch von f— 1 abhängende Ausdrücke gegeben. 
Die Herstellung letzterer Ausdrücke geschieht wie in IIL A) bei 1 = 0. 

In dem gemeinschaftlichen Gebiete der beiden Kreise um f = als 
Mittelpunkt mit dem Radius 1 und um | = 1 als Mittelpunkt mit dem in 
No. 3 III. angegebenen Radius sollen die bei x — a oder ? = entwickelten 
Integrale durch diejenigen bei o? = 6 oder ? = 1 entwickelten ausgedrückt 
werden, welche derselben Combination der Zweige ti, r, w angehören, die 
bei x = a angenommen war. Die Fortsetzung eines bei a: = a entwickelten 
Zweiges von u (ebenso bei t?, ir) zu dem Punkte x = b und die Ermittelung, 
in welchen der a verschiedenen Werthe von u in einem dem Punkt b be- 
nachbarten Punkte dieser Zweig übergeht, kann vermittelst der homogenen 
linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten fUr u, deren Ord- 
nung gleich der Anzahl der linear unabhängigen Zweige von u ist, nach 
Abb. Bd. 104 No. 9 vollzogen werden. Nach No. 3 III. wird nun ein In- 
tegral bei ? = linear und homogen mit constanten Coefficienten durch 
m Integrale bei f=l ausgedrückt. Diese Gleichung wird (m— l)-mal nach 
f differentiirt und durch Auflösung des Gleichungssystemes nach den Con- 
stanten ergeben sich letztere Grössen. 

Die Determinante der m linear unabhängigen Integrale und ihrer 
m— 1 ersten Ableitungen möge, wenn die Integrale von einer Variablen x 
abhängig sind, durch D^ bezeichnet werden. Es sei, ebenso wie bei 

dem Punkte x = a (x— a)^ =S gesetzt war, wenn bei x = b ein Complex 
von Q zusammenhängenden Combinationen der Zweige von u, v, w, in 

Betracht kommt, (ar— 6)^ =rj gesetzt. Die Determinante der von t] ab- 
hängenden Integrale, und die Determinante derselben Integrale, die von x—b 
oder von f— 1 abhängig sind, stehen in der Relation (Abb. Bd. 87 S. 260) 

in{m — 1) 



(5-.) C. = (^) ■ D, 



(5^) ^^ = (^) ' ^.- 



TAom^, aber lineare Differentialgleichungen mit mehrtDerthigen algebr, Coefficienien, 127 

m(wi — 1) 

dl 

Der Coefficient von ^ in der von i] abhängenden Differentialgleichung 

für y, in welcher der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 ist, sei 
durch Pi bezeichnet, dann ist 

(6.) D, = ce-J'''\ 

P^ ^ i^s!^ +9ß(ri), wo ^(i?) ein Ausdruck der Form ^?^^^^^L?£l igt, H 

und K ganze rationale Ausdrucke, Ä' für ly = von Null verschieden, die 
«', V, w' in ähnlicher Weise, wie in I. (Schluss) aus ti, c, ir hervorgehen. 

(JP^7i),j^ ist gemäss der Exponentengleichung gleich _ ^v>^"" / — ^r^ wo 
die Summe der Wurzeln dieser Gleichung ist Der Ausdruck — J^(ji)dTi 

u 

wird in der Umgebung von ri durch eine Reihe £c^rf dargestellt. Der 

eonstante Factor c in (6.) wird hier dadurch bestimmt, dass mit den von 

* 71 abhängenden Ausdrücken der m Integrale der verschiedenen Gruppen, die 

den Ausdrücken (3.) bei ^ = entsprechen , die Determinante aufgestellt 

wird, in derselben die Glieder, welche Logarithmen enthalten, weggelassen 

_, 7/i(m— 1) 
^r ^ — 

werden und, nachdem der Factor ri ^ herausgenommen ist, das eon- 

stante Glied ermittelt wird. Um den Ausdruck (5*.) zu erhalten, wird dann 

logiy = — log(a:— 6) gesetzt, hierdurch geht die Entwickelung von — y %{rj)dri 



Q 
über in 



ri 



P-i 



(7.) /;(a:-6)(ar-6)^+. ..+/;,_, (x-6)(x -6) ^ +f^{x-b){x--by, 

wo die Entwickelungen der Grössen f{x—b) nach Potenzen von a:— 6 posi- 
tive ganzzahlige Exponenten enthalten und in dem Bezirke von x = b con- 

vergiren. An Stelle von — log(a:— 6) wird dann — log(a:— 6)H — !!1£_^ 

(p' = 0, ..., p— 1) gesetzt, wodurch die Determinante D^, die den p Combi- 
nationen entspricht, als Function von x—b hervorgeht. Um den Ausdruck 

(5^) Dt zu erhalten, wird in D^ für rj die Grösse rj^ — ^^—iy eingeführt, 
die zu Tj dieselbe Beziehung hat, wie in No. 3 III. die Grösse Ci zü ^. 
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^(ri)dri geht dadurch in eine der Form ^k^ril 

ü ^ 

über und diese wird durch iji = (^—1)^ gleich 

wo die Entwickelungen der Grössen g nach Potenzen von ^—1 positive 
ganzzahlige Exponenten enthalten und in dem in No. 3 III. genannten 
Kreise convergiren, in welchem auch die von ^—1 abhängenden Entwicke- 
lungen der Integrale gelten, logi; ist entsprechend No. 3 (11.)? (15.) gleich 

— log(^— 1)+C(^— 1), wo C eine in demselben Kreise convergirende Po- 
tenzreihe von S—1 mit positiven ganzzahligen Exponenten ist. An Stelle 
von — log(^— 1) wird dann — log(|— 1) + -^^^((>' = 0, ..., p— 1) gesetzt 

Damit ist die Determinante D^ die den q Combinationen entspricht, als 
Function von ^—1 dargestellt. 

C) Uebergang auf f = 1 in den Ausdrücken der Constanten. Nach 
den in III. B) gemachten Angaben war ein Integral bei f = durch m 
Integrale bei 1=1 linear und homogen mit constanten Coefficienten aus- 
gedrückt. Diese Gleichung wird (m— l)-mal nach | differentiirt , alsdann 
das Gleichungssystem nach den Constanten aufgelöst In den hierdurch 
hervorgehenden Ausdrücken soll nun der Uebergang auf 1=1 vorgenommen 
werden. Hierbei wird das in Abb. Bd. 87 No. 3, 4, 10 angegebene Ver- 
fahren angewandt 

Das Integral bei f = sei durch y^, die m Integrale bei 1=1 seien 
durch yi bis f/m bezeichnet, die Determinante der letzteren und ihrer m— 1 
ersten Ableitungen durch D. Man hat dann 

Hieraus folgt, wenn D^, der Coefficient von -^ in D ist, 

(10.) c, = -j-y"+-j--rf|-+'"+ D d^^-^ ' (^=^'-'-) 

Der Ausdruck des Integrales t/o ist in No. 3 (13.) bis (16.) enthalten für 
einen bestimmten Werth von Ä', der einer der R Combinationen der Zweige 
von u, t>, w angehört, dieser Ausdruck ist gemäss den Angaben in III. A) 
hergestellt. Die Ausdrücke der Integrale yi bis y^ sind folgende. Die bei 

ap = 6 aufgestellten, von ri^^x—by gemäss den in IIL B) gemachten An- 
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grösser als — — +a haben. Der beibehaltene Theil von (^—1) ^ D^f, werde 
durch Fat bezeichnet. 

(14.) F,(f-1)^- 

1 

enthält in den Factoren der Logarithmenpotenzen nur Potenzen von (f — 1) ^ 
mit positiven ganzzahligen Exponenten. Die in F^^ vorkommenden Func- 
tionen (^—1)'', (log(f — 1))", n ganzzahlig und positiv, haben Entwickelungen 

der Form ^&a$% die in dem Kreise um 1 = als Mittelpunkt mit dem 

Radius 1 convergiren, daher hat F^^ gleichfalls eine solche Entwickelung, 
und man erhält aus (12.) zunächst 

(15.) c,C = limJF„y„+F,,^+...+F„_,,,-^). 

Hier tritt für j^» die oben genannte Entwickelung ein; wenn die bezügliche 
Entwickelung No. 3 (13.) zu dem Exponenten r gehört, so ist der Anfangs- 

exponent in der von S abhängenden Entwickelung von y^i gleich ^- In 

Bezug auf die Factoren der Logarithmenpotenzeu in letzterer Entwickelung 
gilt nun ferner Folgendes. Die von der Variablen ^i abhängende Ent- 
wickelung von yu? die in III. A) betrachtet war, genügt der dort angegebenen 
aus F^ = durch Einführung von ^j hervorgehenden Differentialgleichung, 
welche bei ti = regulär ist. Aus letzterer Differentialgleichung seien 
m Integrale unter der Form (2.), (3.) aufgestellt, und in dieselben für ti 
wieder die Variable S eingeführt gemäss No. 3 (15.), (16.). Für diejenigen 

dieser Integrale, bei denen R' in ^loglH ^— der hier betrachteten 

Combination der Zweige angehört, gilt die Relation (13.). Um aber, was 
für das Folgende nothwendig ist, eine entsprechende Relation zu erhalten, 
die von dieser Combination unabhängig ist, seien bei 97 = die Exponenten- 
gleichuugen aller Differentialgleichungen, welche den dort auftretenden 
Complexen angehören (No. 3 I.), aufgestellt, und nachdem bei den Wurzeln 

jeder dieser Exponentengleichungen eine — (13.) entsprechende Grösse 

gebildet ist, sei die kleinste derselben genommen, diese sei x. Alsdann 
gilt für alle vorhin genannten von S abhängenden Integrale, welche durch 

die Werthe von ^log^H — ^ — für Ä' = bis Ä— 1 den R Combinationen 
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des Complexes entsprechen, eine Relation der Art wie (9.), wonach die 
Integrale durch bei f = 1 entwickelte ausgedrückt werden. Hieraus folgt 

für jene Integrale die Relation (13.), in welcher — durch x ersetzt ist 

Vermittelst der linearen Relationen zwischen den Factoren der Logarithmen- 

A J_ 
potenzen in diesen Integralen wird jeder solcher Factor l'^ v(f ^) = / *l8 

ganze rationale Function der Integrale und logl ausgedrückt und es er- 

giebt sich die Relation 

lim ^(1-1)-«+»+' = 

successive für a = 0, . . ., m— 1. Dieselbe Relation gilt nun für die Fac- 
toren der Logarithmenpotenzen in dem Ausdrucke von j^o bei jedem R' 

in ^loglH ^ — (Ä' = 0, ...,Ä— 1), da diese Factoren sich homogen und 

linear mit constanten Coefßcienten aus jenen Grössen f zusammensetzen. 
Alsdann folgt aus dem Gleichungssystem (4.) für die dort vorkommenden 
Grössen ^F(§) successive für a = 0, . . ., m— 1 

r 

(16.) lim |^!l^^(^-l)-«-H.H-j = 0, 

wo. € eine beliebig kleine positive Grösse ist. Die in dem Ausdrucke von 

V y 

yo vorkommenden Grössen (log^)"f ^ =(log(l+§— 1))*(14-^— 1)^ , wo« 
und y positive ganze Zahlen, werden nach Potenzen von ^—1 entwickelt. 
Dann sind in diesen Entwickelungen in (15.) die Glieder, deren Exponenten 

grösser als — — x sind, gemäss (14.) und (16.) wegzulassen. Man erhält, 
wenn (1^ "*" u=i = ^? i(^""l) ^ u=o = % und die Constante fnjn^, = Mf, ge- 

r 
Hm— 1 

setzt wird, aus (15.), wenn man noch mit uiul ^ multiplicirt, 

(17.) c,C = M,\im%(i^\ 

wo nun itf^^(l) eine Potenzreihe nach Potenzen von S mit positiven ganz- 
zahligen Exponenten ist , die in dem Kreise um ^ = als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1 convergirt, und die Function Mf,%(§) gemäss den bei (4.) 
Über die Functionen ^(|) gemachten Angaben über die Peripherie dieses 
Kreises hinaus in einem Gebiete, welches § = 1 nicht enthält^ eine einwerthige 
und stetige analytische Function bleibt. Die in (15.) vorkommenden Grössen 

17* 
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r 

^R ^^^^ haben gemäss dem oben vor (16.) Gesagten eine Darstellung als 
ganze rationale Ausdrücke von bei 1=1 entwickelten Integralen von F^ = 
und von Grössen (logl)", r^, welche nach Potenzen von 1—1 mit positiven 
ganzzahligen Exponenten entwickelbar sind. Daraus folgt gemäss (15.), 
dass die Function M^%(S) in (17.) bei 1=1 einen Ausdruck hat eon der 
Form einer Summe regulärer, von 1—1 abhängender Integrale. Es ergiebt 
sich ferner aus der Art der Herstellung von Mf,%(f), wenn man die aus (10.) 
und (12.) weggelassenen Grössen betrachtet, dass die Function M^%(?) nach 
beliebig oft, aber in endlicher Anzahl gemachten Umgängen um f = 1 bei 
Annäherung von ^ an 1 gegen Cf,C convergirt. Daraus folgt, dass in dem 
Ausdrucke von Mf,%(^)'-Cf,C unter der Form einer Summe regulärer, von 
^— 1 abhängender Integrale die Exponenten im reellen Theile grösser als 
Null sein müssen. Die angegebenen Eigenschaften der Function Mf,%(ß) 
sind hinreichend, dass die Potenzreihe für Mf,%(§) noch für 1=1 convergirt 
und den Werth c^C darsteUt (vgl. Abb. Bd. 87 No. 10, Bd. 100 No. 1). 

Wenn auf der Peripherie des Kreises um | = als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1 noch andere den singulären Punkten entsprechende Punkte 
ausser f = 1 lägen, so könnte die Reihe %,{^) in allen Punkten der Peripherie 
divergiren. Es genügt dieses bei rationalen Coefficienten der Differential- 
gleichung zu zeigen. Die Exponenten r^ bis r^ bei a? = 6, f = 1 sollen sich 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden, so dass dort kein Logarithmus in den 
Integralen vorkommt. Der Grad, den die Polynome (14.) erreichen können, 
hängt von den Exponenten r^ bis r^ ab und ist unabhängig von der An- 
zahl der singulären Punkte. Das Maximum dieser Grade sei N. Auf der 
Peripherie sollen ausser ^ = 1 wenigstens iV+ 1 Punkte liegen, die singulären 
Punkten entsprechen, und in letzteren singulären Punkten die Exponenten 
sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden und im reellen Theile ^—2 
sein , in a; = a^ ^ = sollen sich die Exponenten nicht um ganze Zahlen 
unterscheiden, so dass j^u keinen Logarithmus enthält. Nun muss nach (15.) 
die Function $^(1) tt^^r die Peripherie des genannten Kreises hinaus ein- 
werthig und stetig bleiben, wenn dabei eine endliche Anzahl von Punkten 
auf der Peripherie ausgenommen wird. Bei letzteren Punkten hat ^(5) 
gemäss der Darstellung von j^o in den singulären Punkten einen Ausdruck 
von der Form einer Summe regulärer Integrale, aber wenigstens bei einem 
dieser Punkte und einem ^(1) muss in jenem Ausdrucke der kleinste reelle 
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Theil der Exponenten ^ — 2 sein. Dieses ist hinreichend, dass diese 
Reihe auf der Peripherie divergirt (Ahh. Bd. 100 No. 2). 

IV. Die Werthberechnung der Integrale und der Determinante der^ 
tdben mit vorgeschriebener Annäherung. Die in I. bei einem singulären 
Punkte aufgestellten Integrale und ihre Ableitungen sind in einem Punkte 
innerhalb des Bezirkes des singulären Punktes mit vorgeschriebener An- 
näherung zu berechnen. Für die Factoren der Logarithmenpotenzen kann 
man nach I. eine lineare homogene Differentialgleichung, welcher dieselben 
genügen, aufstellen, die bei ^ = regulär ist ; kommen keine Logarithmen 
vor, so wird die Differentialgleichung 6^ = verwandt. Auf Grund einer 
solchen Differentialgleichung, welcher eine zu berechnende Function ge- 
nügt, erfolgt die Werthberechnung dieser Function und ihrer Ableitungen 
nach den Angaben in Abb. Bd. 91 No. 3 IL, Bd. 96 No. 18. Man bedarf 
zur Anwendung des in Abb. Bd. 91 No. 3 II. angegebenen Verfahrens der 
Eenntniss eines Werthes, der gleich oder grösser als der Modul der 1. c. 
(22.) durch Q' bezeichneten Grössen ist. Dieselben haben hier die Form 

i . y^^y ' n ' n n\ » H ^ud K ffauzc ratioualc Functionen, wo der Ausdruck 

1+Si5f(f, u'\ r", tr") ' ^ ' 

Si»" = ii'— (Sii')c=u iß* ^^^ ^ ^^® "^ I- (Schluss) genannte Grösse ist, ebenso 
bei f>\ fr". Wenn aus der Gleichung von u ein Werth M erhalten ist gleich 
oder grösser als der Modul von u in einem um ^ = als Mittelpunkt mit 
dem Radius q geschlagenen Kreise, der innerhalb des Entwickelungsgebietes 

von tt = ^CaS^ liegt, so ist Modc^,^-^, daher lA.o^u' '^—;^ — für 

ModS ^ p' <C p. Ebenso bei r" und tr". Hiermit ergiebt sich ein 
Werth grösser als der Modul von H in einem Kreise um ^ = als Mittel- 
punkt Einen Werth grösser als Modul von {\-\-lK(C,, u'\ t>", w"))-' be- 
stimmt man, wenn M' ^ ModjfiTund 1— Mod^ill' > ist, durch (1-Mod^ M'yK 
Auf die angegebene Weise erhält man die Werthberechnung der. von 
l abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen und dadurch gemäss 

S = (a:— a)* diejenige der von x abhängenden Functionen. 

Bei einem nichtsingulären Pankte ar^ erhält man ebenfalls nach Abh. 
Bd. 91 No. 3 IL die Werthberechnung der Integrale und ihrer Ableitungen 
für das ganze Gebiet innerhalb des Bezirkes von x^. 

Wenn durch ein System von m linear unabhängigen Integralen, welche 
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bei einem singnlären Punkte x = a aufgestellt sind, ein bei einem nicbt- 
singulären Punkte innerhalb des Bezirkes des singulären Punktes für eine 
Combination der Zweige von u^ v, w entwickeltes Integral ausgedrückt 
wird, so ist der reciproke Werth der Determinante der bei dem singulärem 
Punkte aufgestellten Integrale zu berechnen. Diese Determinante D^ ist 
nach IL B) 

m(»n— 1) 



Die Determinante D^ wird wie D^ in II. B) ausgedrückt. Der Coefficient 
von .^_^ in der Differentialgleichung G^Qf, ti, ©, lu, ^ = sei durch pi 

bezeichnet und Pi = -^"^^y^^+^C^ gesetzt. Wenn nun das 1. c. Gesagte 

berücksichtigt wird, so bleibt hier übrig die Berechnung von e <* 
zu geben. Ein Werth grösser als der Modul dieser Grösse ergiebt sich in 
der vorhin angegebenen Weise, alsdann tritt das Verfahren aus Abh. Bd. 91 
No. 3 IIa ein. Ist umgekehrt ein Integral bei dem singulären Punkte durch 
ein System von m linear unabhängigen Integralen bei einem nichtsingulären 
Punkte Xii auszudrücken, so kann man letztere Integrale so wählen, dass 
ihre Determinante gleich 1 ist. In beiden Fällen kann man demnach die 
Constanten in den linearen Verbindungen der Integrale mit beliebiger An- 
näherung berechnen. Dasselbe findet statt, wenn ein bei einem nichtsingu- 
lären Punkte a;„ entwickeltes Integral durch ein System von m linear unab- 
hängigen Integralen ausgedrückt wird, die bei einem beliebigen anderen 
nichtsingulären Punkte innerhalb des Bezirkes von x^ und bei derselben 
Combination der Zweige von u^ ©, w aufgestellt sind. Ueber den Umgang 
um einen singulären Punkt s. IL — Durch Zusammensetzung solcher Sub- 
stitutionen erhält man bei der Fortsetzung der Integrale die Werthe der Sub- 
stitutionsconstanten mit beliebiger Annäherung (vgl. Abh. Bd. 96 No. 18). 

V. Die Untersuchung bei a; = oo wird durch die Substitution a? = ^ 
auf den Fall eines Punktes im Endlichen zurückgeführt gemäss No. 3 IV. 

Die allgemeine Fortsetzung der Integrale erfolgt, wie in No. 3 V. 
angegeben ist. 

Alle hier aufgestellten Operationen sind ausführbar, wenn die Con- 
stanten in der ursprünglichen Differentialgleichung F„,(y, u, v, w, x) = 
algebraische Zahlen sind. 
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7. 

Nichthomogene lineare Differentialgleichungen mit regulärem Differentialausdrucke. 

Die nichthomogene lineare Differentialgleichung F^(y, u, t>, w,x)=q 
ist zu behandeln, wo F^ ein regulärer Differentialausdruck (No. 5). Die 
Integration von F^ = ist in No. 6 gegeben. Ueber den zweiten Theil q 
werden die Voraussetzungen gemacht, die in der Abhandlung des Verfassers 
in Bd. 107 dieses Journals über nichthomogene lineare Differentialgleichungen 
aufgestellt sind. Das zur Herstellung der Integrale angewandte Verfahren 
beruht, wie in Abb. Bd. 107, auf dem Durchgange durch die dort genannten 
bestimmten Integrale, welche zum Ausdrucke von Functionen, die durch 
unbestimmte Integration entstehen, dienen. 

I. Gemäss den Auseinandersetzungen in No. 4 I. ist bei einem sin- 
gulärem Punkte o: = a aus der dort angegebenen Differentialgleichung F^ = q^ 
die Differentialgleichung 1. c. (5.) 

herzustellen, wo in q^ f\lT x—a die Grösse ^^ einzusetzen ist, und man hat 
ein Integral dieser Differentialgleichung zu ermitteln. 6„. = ist bei ^ = 
regulär. Die Wurzeln der Exponentengleichung bei S = r^, fj bis r^ 
seien so geordnet, dass diejenigen, die sich nur um ganze Zahlen unter- 
Bcheiden, aufeinander folgen, und unter diesen der reelle Theil der vorher- 
gehenden nicht kleiner als der der folgenden ist. Nun werden als m 
linear unabhängige Integrale von G^ = die Ausdrücke aufgestellt 

wo die X von der Form Cü(i+ J'CaS*) sind, c« willkürlich, c^ eindeutig 
l>e8timmt. Diese Ausdrücke werden durch Einführung der Grössen 

(3.) «'l«?2" •«'a = /^o 

auf die Form 

(4.) ^1, fiiffiT'^hdly . . ., f^ifdltiT^fi2f...ft^Zl^liradX> 

gebracht. Die Ausdrücke der ,a werden (Abb. Bd. 96 No. 14) durch 
Quotienten von Determinanten der Integrale dargestellt. Die Determinante 
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von m linear unabhängigen Functionen und ihrer iw— 1 ersten Ableitungen 
ist I. c. Differentialdeterminante dieser Functionen genannt worden (der 
erste Differentialquotient dieser Determinante ist selbst eine Determinante). 
Wird die Differentialdeterminante der r ersten Functionen (2*.) durch Dr 
bezeichnet, so ist 

(5*.) Dr = <?i«?r^ ...Vr= Ui.Uz "•f^r 

(5^) ■"« = TTT • 

Die Differentialdeterminanten in (5^) werden direct mit den Integralen 
gebildet, in denselben sind die Glieder, welche Logarithmen enthalten, weg- 
zulassen. Vermittelst (4.) ergiebt sich für (1.) das Integral (Abh. Bd. 96 
No. 2) : 

Die Function q^, als Function von x—a ist gemäss Abh. Bd. 107 No. 1 und 
2 von der Form PQ^^. Die Function P ist allenthalben einwerthig mit einer 
endlichen Anzahl von Unstetigkeitspunkten und hat daher bei x^ a eine 
Entwickelung nach Potenzen von x — a mit positiven und negativen 
ganzzahligen Exponenten. Q^ hat bei x=^a entweder eine Entwickelung 
der Form 

(7.) (ix-^ayl;c,(x-^a)% 

oder einen Ausdruck der Form 

(8.) v^Jdxv-^v^J' . fv^L^v^dx, 

wo die V bei a; = a normale Elementarintegrale sind, das constante Glied 
bei den Integrationen jedesmal annuUirt wird. Solcher Ausdrücke Q^ (7.) 
bezüglich (8.) treten p auf, welche bei x = a p linear unabhängige Integrale 
einer 1. c. angegebenen homogenen linearen Differentialgleichung pter Ord- 
nung mit rationalen Coefficienten darstellen. Dieser Differentialgleichung 
genügen zugleich die Ausdrücke (8.) für b = 1, 2, . . . , b. Die Darstellung 
des Ausdruckes (8.) ist von der Form 

(9.) (aj-ay|/;(a?-a)+A(aJ-a)log(a:~a)+...+/;(a:-a)(log(a;-a))---'}, 

wo die /" bei ic = a abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig 
sind und in einem Ereisringe um j; = a als Mittelpunkt durch eine Summe 
bestimmter Integrale in endlicher Anzahl ausgedrückt werden (Abh. Bd. 96 
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No. 16). Es ißt qa = PQa (a = 1, . . ., p). In dem vermittelst bestimmter In- 
tegrale erhaltenen Ausdrucke von q^ ist log(a:— ö) = ßlog^, x—a = ^^ zu 
setzen. Man erhält dann weiter unter Anwendung bestimmter Integrale die 
Darstellung des Integrales (6.), indem bei den Integrationen in (6.) jedesmal 
das constante Glied annuUirt wird, unter der Form 

(10.) t'\(p^a)+v2^^\ogt+'-+(p.axiog^'''\. 

wo r sich von oR in (7.) (9.) nur um eine ganze Zahl unterscheidet, die 
Functionen ip(X) bei ^ = abgesehen von diesem Punkte eiuwerthig und 
stetig sind und in einem Kreisringe um ^ = als Mittelpunkt durch eine 
Summe bestimmter Integrale in endlicher Anzahl ausgedrückt werden (vgl. 
Abb. Bd. 107 No. 3 L). Diese Functionen (p(X) bleiben, abgesehen von 
^ = 0, eiuwerthig und stetig in dem Gebiete Z von ^, welches in No. 3 III. 
bezeichnet worden, wobei der dort genannte Kreis C auf die Differential- 
gleichung F^ = gr zu beziehen ist, gemäss II. und Abb. Bd. 107 No. 2 L Wenn 
der Bezirk des Punktes x =a bei der Differentialgleichung F^ = q den 
Radius / hat, so werden die Functionen (p(X) in dem Kreise um den Punkt 

^ = als Mittelpunkt mit dem Radius /^ durch Potenzreihen mit ganz- 
zahligen positiven und negativen Exponenten entwickelt. Die Coefficienten 
in diesen Potenzreihen werden durch bestimmte Integrale ausgedrückt, die 
durch eine einfach unendliche Reihe ganzer rationaler Ausdrücke gegebener 
Constanten sich darstellen lassen (vgl. Abb. Bd. 107 No. 3 I). In (10.) ist 

alsdann gemäss den Angaben in No. 4 I. ^ = (a;— a)^ zu setzen, und es ist 
weiter das dort auseinandergesetzte Verfahren anzuwenden, wodurch man 
Integrale von F^ = q^ (a = l, ...,p) für die R zusammenhängenden Combi- 
nationen der Zweige von m, t?, w eines Complexes erhält. 

Die Functionen q^ genügen einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten (Abb. Bd. 107 No. 3 L). Aus dieser 
und F^ = jr„ erhält man eine homogene lineare Differentialgleichung flir y, 
deren Coefficienten ganze rationale Ausdrücke in Bezug auf w, e, w und 
nitionale in Bezug auf x sind. Wie in der dritten Abtheilung gezeigt wird, 
entsteht aus derselben eine homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten in x^ welcher y genügt. Wenn man diese nach 
den dortigen Angaben herleiten kann, so erhält man aus derselben durch 
«-a = ^* eine solche mit rationalen Coefficienten in t^ welcher das Inte- 

Joumal für Mathematik Bd. CXV. Heft 2. 18 
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gral (10.) genügt. Aas dieser Differentialgleichung kann man nach Abh. 
Bd. 96 No. 15 eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten in C herleiten, welcher die Factoren der Logarithmenpotenzen 
in (10.) genügen. Dieselbe liefert Recnrsionsformeln für die Coefficienten 
in den Entwickelungen der Functionen (p(0 mit constanter Anzahl der 
Glieder. 

IL Der Umgang um x = a in den in No. 4 I aufgestellten Inte- 
gralen der Differentialgleichungen F^ = q^ (a = l, ...,p) ist in No. 4 IL 
vorgenommen. Es ist zur Ausführung des dort Gesagten hier noch zu 
zeigen, wie in dem Integrale (10.) der Differentialgleichung (1.) das Resultat 
des Umganges um ^ = ausgedrückt wird. Zunächst ist einmal der Um- 
gang um C=0 in gr^ zu vollziehen und zu dem Zwecke Ämal der Umgang 
um x = a in (7.) bez. (8.). Das Resultat bei (8.) wird eine homogene 
lineare Verbindung mit constanten Coefficienten der aus (8.) für die Werthe 
b = 1, 2 bis b sich ergebenden Entwickelungen, die denselben Exponenten 
abgesehen von einer ganzen Zahl enthalten; dieses Resultat ist dann noch 
durch die Ausdrücke (8.), die für ^^(0 = 1, ..., p) aufgestellt sind, homogen 
und linear mit constanten Coefficienten darzustellen, was gemäss den über 
diese Ausdrücke gemachten Voraussetzungen nach Abh. Bd. 96 No. 21, 22 
geschieht. Alsdann ist in (6.) ein Umgang um ^ = vorzunehmen und das 
Resultat durch lineare Verbindung der Integrale (6.) (a=l, ...,p) und der 
Integrale (4.) darzustellen. Das allgemeine Verfahren, die Constanten in 
den linearen Verbindungen bei dem Umgange in den Integralausdrücken 
(8.) und (6.) zu bestimmen, ist in No. 6 IL angegeben. Die Integrale (4.) 
sind dann noch durch die No. 6 I. (2.) aufgestellten der Gruppe, die den- 
selben Exponenten abgesehen von einer ganzen Zahl enthält, auszudrücken, 
wobei zu beachten, dass die Differentialdeterminante der Integrale der Gruppe 
No. 6 (2.) gleich f>{f>2'^...v, ist; die Constanten werden in dem Punkte 
^ = bestimmt. 

ni. Wenn gemäss No. 3 III. und No. 4 III. in das Integral (10.) 
die Variable ^1 eingeführt wird, wodurch der Ausdruck (10.) auf einen 
solchen der Form No. 3 (13.) kommt, so werden die Coefficienten in den 
Poteuzreihen der dort durch rp(Ci) bezeichneten Functionen durch bestimmte 
Integrale gegeben, in denen nach ^1 über einen Kreis, der den Nullpunkt 
enthält, integrirt wird. Diese Integrale werden dann, nachdem unter dem 
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Integralzeichen mit -^ multiplicirt ist, auf Integrale in Bezng auf ^ tiber 

einen Kreis um ^ = als Mittelpunkt in dem Kreisringe, in welchem die 
eingehenden Functionen durch bestimmte Integrale dargestellt sind, zurttck- 
geftihrt (vgl. Abh. Bd. 107 No. 3 IL). Recursionsformeln für die Coeffi- 
cienten in diesen Entwickelungen erhält man auf dieselbe Weise, wie in L 
angegeben. 

Nachdem die in No. 3 III angegebene Variable f in die Integrale 
von Fn = q eingeführt ist, geschieht die Bestimmung der Constanten bei 
dem Uebergange von f = zu f = 1, wie in No. 4 III. und No. 6 III. B) 
gesagt ist Falls bei I = und 1=1 die Grössen q die Ausdrücke regulärer 
Integrale haben, so können in den Ausdrücken der Constanten solche 
Reductionen vorgenommen werden, wie in No. 6 III. C) (vgl. Abh. Bd. 107 
No. 7.). 

IV. In Bezug auf die Werthberechnung des Integrales (10.) und 
seiner Ableitungen ist zu beachten, dass die Grössen f in (9.) aus dem 
Integralausdrucke (8.), wo die v normale Elementarintegrale sind, unter der 
Form einer Summe bestimmter Integrale hergeleitet werden, in denen 
x—a = S* gesetzt wird. Damit kommt man des Weiteren auf diejenige 
Behandlung zurück, welche in Abh. Bd. 107 No. 4 auseinandergesetzt ist, 
und die sich auf das allgemeine einschlägige Verfahren in Abh. Bd. 96 
No. 18 gründet Bei der Ausführung kommt dann das in No. 6 IV. Bemerkte 
in Bezug auf die /i^ (5^.) in Betracht. 

V. Der Fall bei x = oc und die allgemeine Fortsetzung der Inte- 
grale sind in No. 3 und No. 4 behandelt. 



Dritte Abtheilung. 

Zurückführung einer homogenen linearen Differentialgleichung mit belie- 
bigen algebraischen Coefficienten auf eine solche mit rationalen 

Coefficienten. 

8. 

Hwleitung der homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, deren Integrale 
<lio linear unabhängigen Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung mit beliebigen 

algebraischen Coefficienten sind. 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass die linear unabhängigen Integrale 
jeder homogenen linearen Differentialgleichung F„,(y, «i, v^ lu, o:) = (No. 3), 

18» 
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mJ w ^h^ A# ^A AA% 1 

deren Coefficienten die in No. 1 angegebene Form — ^ * ' ' ^ haben, wo 

H und K ganze rationale Ausdrucke und u^ «^ w algebraische Functionen 
von der dort angegebenen Beschaffenheit sind, einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Functionen von x als Coefficienten 
genügen, deren Ordnung mit der Anzahl jeuer Integrale übereinstimmt, und 
wie man diese Differentialgleichung im allgemeinen ermitteln kann. 

Die aßy Combinationen der a Zweige von u^ der ß Zweige von u, 
der y Zweige von w werden in einem Gebiete von x angenommen, wo 
diese Zweige und die Coefficienten der Differentialgleichung F,^ = , die 
jeder Combination entsprechen, einwerthig und stetig sind. In diesem Ge- 
biete von X giebt es bei jeder Combination m linear unabhängige Integrale 
von F^ = 0. Unter diesen m aßy Functionen seien iV linear unabhängig j^j 
bis j^v- Fs werde nun die Differentialgleichung 

aufgestellt und die Functionen y, bis j^^v seien in dieselbe eingesetzt. Die 
Coefficienten P werden dann durch den Quotienten zweier Determinanten 
ausgedrückt, wo die Determinante im Nenner, diejenige der iV linear unab- 
hängigen Functionen y^ bis y^y und ihrer iV— 1 ersten Ableitungen, nicht 
identisch verschwindet. In einem einfach zusammenhängenden Gebiete von 
ar, welches keinen der singulären Punkte von F,„ = (No. 1) im Innern 
und auf der Begrenzung enthält, ist ein Coefficient P einwerthig und wird 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten und dort nur in endlicher 
Ordnung unendlich. Bei Umgehung eines der in endlicher Anzahl auf- 
tretenden singulären Punkte von F,„ = bleibt P einwerthig, da Zähler und 
Nenner in dem Ausdrucke für P sich um denselben constanten Factor 
ändern, die Determinante in den Substitutionen, durch welche die Functionen 
nach dem Umgänge durch die ursprünglichen linear unabhängigen Functionen 
ausgedrückt werden. P bleibt daher allenthalben einwerthig und es handelt 
sieh nun darum, das Verhalten von P in der Umgebung eines singulären 
Punktes von F^ = zu untersuchen. 

Zu dem Zwecke wird folgendes directe Verfahren eingeschlagen. 
Die aßy Differentialgleichungen, die aus F.(y, i#, r, ir, x) = hervorgehen, 
wenn die ttßy Combinationen der Zweige von w, r, w eingesetzt werden, 
sollen untersucht werden. Diese Combinationen seien durch ii(^). t?(^), w^^^ 
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(r = 1, . . ., aßy) bezeichnet. Auf zwei dieser Differentialgleichungen für 
r =• 1, 2 wird das Verfahren angewandt, durch welches aus zwei homogenen 
linearen Differentialgleichungen diejenige homogene lineare Differential- 
gleichung hergeleitet wird, welche die linear unabhängigen Integrale jener 
zu Integralen hat (s. Abb. Bd. 96 No. 7 I. IL). Die Coefßcienten dieser 
dritten Differentialgleichung (der Coefficient der höchsten Ableitung ist immer 
gleich 1) treten unter der Form auf 

(2.) H(x, fi(i), t?(i), «?(!), «1(2), t?(,), 1^(2)) : K(xy M(i), t?(,), 117(1), «(>), t?(2), fr(2)), 

wo H und K ganze rationale Functionen, K nicht identisch verschwindet. 
Dabei werden die Differentialquotienten von u (ebenso bei <?, w) vermittelst 

der Gleichung von u unter der Form -l.\-^ H und K ganze rationale 

Functionen ausgedrückt. Bei Herleitung dieser Differentialgleichung tritt 
die Aufgabe auf, zu beurtheilen, ob ein ganzer rationaler Ausdruck von 
x^ 1/(1), t?(i), 1^(1), W(2„ t?(i), tt?(i) identisch verschwindet. Diese Aufgabe wird, 
wie in No. 6 I. angegeben ist, gelöst. Es werden zu dem Zwecke die 
sämmtlichen Producte 

a\ a" = 0, . . ., « — 1, 

(3.) <)<fr(;)<>^;;ir[;i ß\ ß" = o, . . ., ß-\, 

/, /' = 0, . . ., y-l 

aufgestellt (ist «!(,) = %,), so wird a' = gesetzt, entsprechend bei «, tr), 
alsdann ist weiter das dort angegebene Verfahren innezuhalten; die Entwicke- 
lungen von u, ©, ir werden bei einem nichtsingulären Paukte vorgenommen. 
Auf die hergeleitete Differentialgleichung und ^^,«(y, «(3), «(3), tr(3), a?) = ist 
dann dasselbe Verfahren anzuwenden. Indem man so fortfährt, erhält man 
schliesslich die Differentialgleichung (1.) unter der Form, wo die Coeffi- 
cienten P Ausdrücke der Gestalt 

P{X) = //(X, Wji), €?(,), tr^i), . . ., W(a^y), f^(aßr)'i ^^{a^rV 

: A (a?, W(i), <?(i), fr(i), ..., «(«^jy)? ^(a,<ir)^ ^(a,ir)) 

haben, in denen H und K ganze rationale Ausdrücke, K nicht identisch 
verschwindet. Die in (4) eingehenden Constanten setzen sich rational aus 
denen in F« und in den Gleichungen von u^ v^ w zusammen. In H und K 
werden die Entwickelungen der Zweige durch Potenzreihen eingesetzt bei 
jedem singulären Punkte von F« = im Endlichen und bei x = oc. Die 
Exponenten sind in allen Gliedern rationale Zahlen. Die Grössen H und K 



(4.) 
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werdeu dadurch gleich einer Summe einer endlichen Anzahl von Aus- 
drucken, bei welchen in dem einzelnen Ausdrucke die Exponenten der 
Glieder um positive ganze Zahlen grösser als der Anfangsexponent sind, 
von einem Ausdrucke zum andern die Exponenten sich nicht um ganze 
Zahlen unterscheiden. In K kommt, da diese Grösse nicht identisch ver- 
schwindet, in einem einzigen Gliede der kleinste Exponent v vor. Daher 

ist lim./ir(a;— a)~*', bezüglich lim.Ä^(— ) eine von Null verschiedene Con- 
stante. Hieraus ergiebt sich, dass bei den singulären Punkten von F^ = 
P(x) mit einer gewissen Potenz von x—a bez. — mit ganzzahligem Ex- 
ponenten multiplicirt endlich bleibt. Aus den angegebenen Eigenschaften 
von P(x) folgt dann, dass P(x) eine rationale Function von x ist. 

Um nun diese rationale Function zu bestimmen, dienen folgende Be- 
trachtungen. Der Nenner K in (4.) ist eine ganze rationale, nicht identisch 
verschwindende Function von x, den a Zweigen von ii, den ß Zweigen von r, 
den y Zweigen von w. Wenn die unabhängige Variable x sich auf allen 
möglichen Wegen (die nicht durch die Windungspunkte gehen) bewegt 
und in das ursprüngliche Gebiet zurückkehrt, so können die dadurch her- 
vorgehenden Ausdrücke K nicht identisch verschwinden. Man kann da- 
durch höchstens ex! ß\ y! in den Zeigern der Zweige verschiedene Aus- 
drücke erhalten (die verschiedenen Substitutionen der Zeiger, die dabei auf- 
treten, bilden die Monodromiegruppe der zusammen betrachteten Functionen 
u, f>, tr). Diese Ausdrücke mit einander multiplicirt geben ein nicht 
identisch verschwindendes Product, welches allenthalben einwerthig, im 

Endlichen endlich, im Unendlichen mit einer gewissen Potenz von — multi- 

SD 

plicirt endlich ist, daher eine ganze rationale Function von x. Man kann 
diese Function, wenn der Ausdruck des Productes vorliegt, durch Einsetzen 
der Entwickelungen der Zweige bei j? = oo bestimmen. Sonst ist der Aus- 
druck K mit solchen aus K durch Permutation der Zeiger in den Zweigen 
hervorgehenden Ausdrücken zu multipliciren , dass das Product eine sym- 
metrische Function der Zweige von u, deren von v und deren von w wird, 
alsdann ist dieses Product mittelst der Gleichungen von u, v, w als ganze 
rationale Function von x auszudrücken. Ergiebt sich diese Function als 
nicht identisch Null, so kann man diese weiter verwenden. 
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Es sei also nun flir P(x) ein Ausdrack der Form 
(5.) P(x) = H(x, «#i, ..., u^, f?i, ..., Vß, fi?!, ..., w^\K{x) 

ermittelt, wo H und K ganze rationale Functionen sind, tii bis u^ die 
a Zweige von u, ©i bis Vß die ß Zweige von t?, w^ bis Wy die y Zweige 
von w. Da jff = P{x) K(x) und jff flir endliche Werthe von x endlich ist, 
so ist H eine ganze rationale Function von x. Um dieselbe zu bestimmen, 
werden die Entwickelungen der Zweige bei x = oo eingesetzt. Es ist dann 
der Theil, welcher die Potenzen von x mit Exponenten gleich oder grösser 
als Null enthält, herauszunehmen, und aus diesem sind die Glieder 
mit ganzzahligen Exponenten zusammenzufassen. Deren Summe ist die 
Function H. 

Wenn die Differentialgleichung (1.) aufgestellt ist, so kann man 
nachträglich prüfen, ob die Integrale von F^ = derselben genügen, indem 
man die Differentialquotienten von y bis zur iVten Ordnung vermittelst 

F^ = als homogene lineare Ausdrücke von y, ~ bis -j~r darstellt 

mit Coefficienten, welche die Form der Coefßcienten in F„, haben, und diese 
Ausdrücke in Differentialgleichung (1.) einsetzt. Alsdann ist nothwendig 

und hinreichend, dass im Resultate die Coefficienten von y bis -^-^ identisch 

verschwinden, was in der oben angegebenen Weise nachgewiesen wird. 
Diese Prüfung der Differentialgleichung (1.) genügt ftlr die in der folgenden 
Nummer gemachte Anwendung. 

Ein Beispiel für den Umstand, dass, während jeder der a/iy Com- 
binationen der Zweige m linear unabhängige Integrale von F„, = entsprechen, 
diese maßy Functionen nicht alle unter einander linear unabhängig zu sein 
brauchen, bietet die Differentialgleichung F^(y, m, t?, ir, x) = 0, in welcher 
F^ durch das System homogener linearer Differentialausdrücke mit in 
x, Uy Vy w rationalen Coefficienten dargestellt ist 

(6.) f(y, x) = Sy g(sy u, t?, w, x), 

worin f die Functionen m, t?, w nicht enthält. Wenn die genannten maßy 
Functionen nicht alle unter einander linear unabhängig sind, so ergiebt sich 
nach dem obigen Verfahren und nach No. 1 für einzelne dieser Functionen 
eine homogene lineare Differentialgleichung niedrigerer als mter Ordnung 
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mit algebraischen Coeffieienten. Damit diese maßy Functionen linear 
unabhängig sind, ist nothwendig und hinreichend, dass ihre Differential- 
determinante (No. 7 I.) nicht identisch verschwindet Man kann durch Ent- 
wickelung bei einem nichtsingulären Punkte zusehen, ob etwa in demselben 
diese Determinante nicht verschwindet. In diesem Falle vereinfacht sich 
das oben auseinandergesetzte Verfahren. 

9. 

AnwenduDg des in der vorigen Nummer aufgestellten Satzes. 

I. Wenn in der Differentialgleichung F^(y, u, v, tr, a:) = (No. 3) 
F„, ein regulärer Differentialausdruck (No. 5) ist, so hat bei einem singu- 
lären Punkte x=^ a bezw. a? = oo ein bei einem Complex von R zusammen- 
hängenden Combinationen der Zweige nach No. 6 I. aufgestelltes Integral von 
F^ = die Form einer Summe von regulären Ausdrücken mit höchstens 

R Summanden der Art, dass die Exponenten von x—a bez. — in dem ein- 

zelnen Summanden sich nur um ganze Zahlen unterscheiden und von einem 
Summanden zum anderen nicht um ganze Zahlen verschieden sind. Die 
in der vorigen Nummer aufgestellte Differentialgleichung (1.) mit rationalen 
Coeffieienten in x kann daher nur reguläre Integrale enthalten. Und um- 
gekehrt, hat letztere Differentialgleichung nur reguläre Integrale, so ist 
F„, ein regulärer Differentialausdruck. 

IL Die aus der Differentialgleichung F^(y, u, t?, ir, a:) = herzu- 
leitende homogene lineare Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer 
mit rationalen Coeffieienten in x sei ermittelt. Für das Folgende wird nur 
die in No. 8 (Schluss) angegebene Prüfung, dass dieser Differentialgleichung 
die Integrale von F^ = genügen, als vollzogen angesehen. Von Diffe- 
rentialgleichung (1.) in No. 8 wird nun folgende Voraussetzung gemacht. 
Nach dem in Abh. Bd. 96, zweite Abtheilung, auseinandergesetzten Ver- 
fahren habe sich ergeben, dass diese Differentialgleichung in eine Anzahl 
getrennter Differentialgleichungen C Unterdifferentialgleichungen l. c. No, iO) 
zerfällt, bei denen in jeder ein normaler Differentialausdruck gleich Null ge-^ 
setzt ist. Man kann voraussetzen, dass die determinirenden Factoren von 
dem einen normalen Differentialausdrucke zu dem anderen von einander ver- 
schieden sind. Die aus solchen Differentialgleichungen hervorgehenden 
Integrale sind unter einander linear unabhängig und stellen ein System linear 
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unabhängiger Integrale der Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer 
dar 0. c- und Abh. Bd. 83 S. 100). 

Man kann eine solche Differentialgleichung F^(y, u, e, to, x) = 
bilden, indem man in regulären Differentialgleichungen (No. 5) an Stelle 
von jf die Grösse £2r^y einführt, wo S2 ein determinirender Factor ist, 
und diese determinireuden Factoren von einander verschieden nimmt, als- 
dann die Integrale dieser Differentialgleichungen bei derselben Combination 
der Zweige — diese Integrale sind unter einander linear unabhängig nach 
No. 8, No. 9 1. und Abh. Bd. 83 S. 100 — successive nach Abh. Bd. 96 
No. 7 I. in einer Differentialgleichung F„Xyj w, t?, tr, a?) = vereinigt. 

A) Von dieser Voraussetzung soll auf die Differentialgleichung 
F«(y, u, f?, f£7, a?) = Anwendung gemacht werden. Bei einem singulären 
Punkte x = a derselben werde nach No. 3 a?— a = ^^ in die Differential- 
gleichung (1.) der vorigen Nummer eingesetzt, wodurch dieselbe in S(y, ^ = 
übergehe. Die Integrale von S(y, ^) = ergeben sich aus den vorhin ge- 
nannten Unterdifferentialgleichungen, in denen dieselbe Substitution vor- 
genommen ist Ein bei 0? = a regulärer Differentialausdruck mit einwerthigen 
Coefficienten geht durch die Substitution o;— a=^^ wieder in einen bei 

^= regulären über gemäss No. 5 (1.) bis (5.), ebenso bei x = oo, a? = — , 

durch die Substitution < = S^ No. 5 (6.) ; dasselbe ergiebt sich aus den Inte- 
gralen. Die einzelne Unterdifferentialgleichung nimmt daher die Form an 

(1.) e^ie'-y, = 0, 

n _ 

w gleich Null oder von der Form 2:c_X''', fiy, ^ ein homogener linearer 

Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten , welcher bei C = regulär 
ist Ein solcher Differentialausdruck wie in (1.) e'^f^e'^^y, ^ ist in Abh. 
Bd. 96 No. 9 ein bei ^ = normaler Differenlialausdruck genannt worden, 

c* der determinirende Factor bei diesem Punkte^ f(y, ^ der bei diesem Punkte 
reguläre Differenlialausdruck. Dementsprechend werden Integrale der Form 

^Jf, wo y die Gestalt eines von ^ abhängenden regulären Integrales, ohne 
oder mit Logarithmen, hat, als normale Integrale bezeichnet, e"' rfer rfe/er- 

nmirende Factor, y der reguläre Theil in dem normalen Integrale, Die nor- 
malen Elementarintegrale (Abh. Bd. 96 No. 3 (5.)) sind die einfachsten nor- 
malen Integrale. Es hat also die Differentialgleichung S(y,^ = ein 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 2. 19 
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System linear unabhängiger Integrale unter der Form normaler Integrale. 
Die Integrale der Differentialgleichung G^^y, u, t?, tr, S) = No. 3 (1.) er- 
füllen S(y, t) = 0. Daher sind die Integrale von G„» = homogene lineare 
Verbindungen mit constanten Coefficienten von normalen Integralen. In 
einer solchen Verbindung ist jeder Ausdruck, der alle Glieder mit Potenzen 
von C umfasst, in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, für sich Integral. Wenn letzterer Ausdruck aus der Summe 
mehrerer Summanden von der Form normaler Integrale besteht, in denen 
die determinirenden Factoren unter einander verschieden sind, so ist jeder 
dieser Summanden wieder Integral, wird der Ausdruck in die Differential- 
gleichung eingesetzt, so muss der Factor jeder Logarithmenpotenz ver- 
schwinden, desgleichen in diesem Factor der gesammte mit je einem der 
determinirenden Factoren multiplicirte Ausdruck (vgl. Abh. Bd. 83 S. 101). 
Also hat die Differentialgleichung G^{y, f«, r, «?, ^) = No. 3 (1.) auch ein 
System linear unabhängiger Integraie unter der Form von normalen Integralen. 
Nachdem dieses festgestellt ist, werden nun die normalen Integrale 
aus G,„ = bestimmt. Die möglichen Werthe der determinirenden Factoren 
e**' ergeben sich aus (i« = (Abh. Bd. 96 No. 4 L), zu jedem derselben 
gehört eine Exponentengleichung in e''^G^(e'^y, ^) = 0, die Summe der 
Grade dieser Exponentengleichungen ist gleich oder kleiner als die Ordnung m 
(Abh. Bd. 96 No. 4 IL). Der zu einem wirklich bestehenden determiniren- 
den Factor e*^ gehörende reguläre Theil erfüllt die Differentialgleichung 
e""'G^(e'*'y, ^) = 0, diese kann nicht mehr linear unabhängige reguläre Inte- 
grale haben, als der Grad der Exponentengleichung beträgt. In Verbindung 
mit dem Vorhergehenden folgt hieraus, dass jeder mögliche determinirende 
Factor e*^ auch ein wirklicher sein muss, und dass zu demselben so viele 
linear unabhängige reguläre Theile gehören, als der Grad der Exponenten- 
gleichung in e""'G„(e*y, ^ = beträgt, ferner dass die Summe dieser Grade 
gleich m ist. Wenn aber eine Differentialgleichung so viele linear unab- 
hängige reguläre Integrale hat, als der Grad der Exponentengleichung be- 
trägt, so kann man ein System dieser Integrale in folgender Weise auf- 
stellen. Der Grad der Exponentengleichung sei l, dann besteht zunächst 
ein System von regulären Integralen unter der Form 

(2\) «1, Vifv2dl^, . . ., f>xf^^if'-f^i^, 
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WO die ;; Ausdrücke der Form c,i(l+ 2! cJj") haben, die Grössen Tj bis r^ 

die ji Wurzeln der Exponentengleichung sind. Ans den Ausdrücken (2*.) 
der Integrale folgt, dass dieselben eine homogene lineare Differentialgleichung 
Iter Ordnung mit dem charakteristischen Index gleich Null bei l t= er- 
füllen, deren Exponentengleichung dieselben Wurzeln hat (Abb. Bd. 75 No. 5 
(2.) und S. 279). Aus dieser Differentialgleichung folgt weiter, wenn die 
Wurzeln so geordnet werden, dass diejenigen, die sich nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, auf einander folgen, und in diesen der reelle Theil der vor- 
hergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist (wobei jede Gruppe 
von solchen, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, an die Spitze 
treten kann), dass alsdann wieder ein System regulärer Integrale unter der 
Form (2.), wo ri bis r^ die angegebene Anordnung haben, besteht. In 
diesem Systeme aber werden aus der ursprünglichen Differentialgleichung 
^""^GmC^^yy S) = in den Ent Wickelungen der Functionen / von der Form 

CiXl+2!cX'j die Coefficienten C;, eindeutig bestimmt, die c,, sind willkürlich. 
1 '^ 

Damit sind also die Integrale ton G„Xy9 ^ty r, fc^ u) = ermittelt. 

Jede zu einem determinirenden Factor gehörende Gruppe von regu- 
lären Theilen, in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, wird gemäss No. 6 I. (2.), (3.) aufgestellt. Aus den oben genannten 
Unterdifferentialgleichungen (1.) von S(y, ^) = seien diejenigen, die den- 
selben determinirenden Factor e"" enthalten, herausgenommen und aus diesen 

die bei ^ = regulären Differentialausdrucke [{y, ^). Alsdann sollen die 

Integrale der hieraus hervorgehenden Differentialgleichungen /*((/, C) = 
in einer homogenen linearen Difterentialgleiclmng vereinigt werden (Abb. 
Bd. 96 No. 7 L), ^>(j^, ^) = 0, dieselbe ist eine solche mit rationalen Coef- 
ficienten, die bei L, = i} regulär ist. Die zu demselben determinirenden 
Factor e** gehörenden regulären Integrale von e~'^G„,(e'^y,S) = genügen 
der Differentialgleichung ^{y, ^) = 0. Man kann nun letztere Diffe- 
rentialgleichung zur Darstellung und Werthberechnung jener Integrale ge- 
mäss den Angaben in No. 6 verwenden. Nun kann man die Integration 
der Differentialgleichung F„,(y, ?/, r, ir, ar) = gemäss den in No. 3 ge- 
machten Angaben unter Bezugnahme auf das in No. 6 Gesagte vollständig 
durchführen. Dabei ist noch gemäss No. 6 III. B die dort genannte Deter- 
minante />,. zu betrachten. Die Betrachtung ist dieselbe wie bei C = die 
der Determinante JD.- der hier aufgestellten Integrale von G^{y, w, v, w, = 

19* 



/ 
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und ihrer m—1 ersten Ableitungen, welche Determinante auch bei der 
Werthberechnung nach No. 6 IV. vorkommt. Es ergiebt sieh, wenn die 
Ausdrücke der normalen Integrale in die Determinante eingesetzt werden, 
dass dieselbe die Gestalt erhält 

(3.) De = e'^t'^ce « 

wo e^ das Produet der determinirenden Factoreu in den m Integralen, W 
abgesehen von einer ganzen Zahl die Summe der Exponenten in den zu- 
gehörigen regulären Theilen, $© von der Form 2:cX'' ist, der constante 
Factor c direct aus der Determinante bestimmt wird. Wenn der Coefficient 
von ,^^J^ in G„^(y,u,v,w,(^) — durch pi bezeichnet wird, so ist 

(4) De = e--^"'"', 

hierdurch ergiebt sich der Ausdruck von $(S) in (3.). 

B) Die nichthomogene lineare Differentialgleichung F^(y, u, t?, w,x)==q 
liege vor, wo für den Differentialausdruck F^ das in A) Gesagte gilt. 

Dann sind wie in No. 7 die Integrale von G^^y, u^ t?, t«?, S) = unter 
der Form 

aufzustellen. Hier werden die u normale Elementarintegrale. Der Ausdruck 
(5.) wird successive mittelst der in A) aufgestellten normalen Integrale von 
G^ = gebildet , wodurch der Anfangsexponent des regulären Theiles in 
jedem ,a bekannt wird, wie dieses in Abb. Bd. 95 S. 70, 71 bei Aufstellung 
von Systemen normaler Elementarintegrale auseinandergesetzt ist Hierbei 
kommt in Betracht, dass die in A) aufgestellten normalen Integrale von 
6r^ = der verschiedenen Gruppen mit demselben determinirenden Factor 
c"* successive gleich werden den mit €" multiplicirten Integralen (2.), wenn 
dieselben mit Constanten multiplicirt und bei den Integrationen Constanten 
zugefügt werden, sobald in diesen Integralen die Exponenten so geordnet 
sind, dass diejenigen, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf ein- 
ander folgen, und in diesen der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner 
als der der folgenden ist, gemäss Abb. Bd. 87 S. 242, 243. Die Darstellung 
der Grössen ^ in (ö.) geschieht alsdann mittelst der Differentialdeterminanten 
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(No. 7 (5.)) der normalen Integrale; die Differentialdeterminanten werden direct 
gebildet, in denselben sind die Glieder, welche Logarithmen enthalten, weg- 
zulassen. Diese Darstellung der jll kommt dann auch bei der Werthberech- 
nung zur Anwendung. Bei den Integrationen in (5.) zur Herstellung der Aus- 
drucke, die No. 7 (6.), (10.) entsprechen, wird das constante Glied annullirt. 
Die normalen Integrale von 6^ = werden durch homogene lineare Verbin- 
dungen mit Constanten Coefficienten von Ausdrücken (5.), in denen bei den 
Integrationen das constante Glied annullirt ist, dargestellt. Diese constanten 
Coef&cienten werden dadurch bestimmt, dass successive mit den fi dividirt, 
das constante Glied ermittelt, alsdann differentiirt wird (vgl. Abb. Bd. 95 
S. 77, 78). Dieses Gleichungssystem lässt sich eindeutig umkehren, wo- 
durch die Integrale (5.) vermittelst der normalen Integrale ausgedrückt 
werden, wie dieses bei dem Umgange um ^ = erforderlich ist (vgl. No. 7 
n.). Nun tritt für die Differentialgleichung F^ = q die in No. 4 und No. 7 
auseinandergesetzte Behandlung ein, gemäss welcher die Integration sich 
bewerkstelligen lässt. 



Zu verbessern in der Abhandlung des Verfassers Bd. 107: Seite 73 Zeile 13 von 
unten und Seite 74 Zeile 8 von oben ist Pq[''^ statt ^*> zu setzen. 
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lieber indefinite temäre quadratische Formen. 

(Fortsetzung der Arbeit Bd. 114 Heft HI S. 233—254 dieses Journals.) 

(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 



§4. 

Darstellung binärer Formen durch ternäre, insbesondere in dem in § 3 betrachteten Falle. 

21. Ziunächst betrachte ich die allgemeine Aufgabe: 
Durch eine ternäre Form f der Invarianten £1, J eine binäre Form cp 
der Determinante S2M" darzustellen, jedoch unter der Voraussetzung, dass y 
primitiv sei und M" prim zu J] auch beschränke ich mich, u>ie überall im 
Folgenden, auf eigentliche Darstellungen. Dann folgt von selbst, dass auch 
f primitiv sein muss; aber auch umgekehrt: wenn / primitiv ist und M" 
prim zu £2J, muss auch (p primitiv sein*). 

In der That: Lässt sich 9? = (m, n'\ m') durch / eigentlich darstellen, 

SO ist / einer Form g = \ ' ,' rr) der Invarianten i2, J äquivalent. Ist 

^^(jv'jV'JV") ^^® Adjungirte von g, so ist 

N'-M'M" = Jm, NN'-M"N" = -Jn", N"-MM" = Jm'. 

Hätten nun m, n", m' den Primfactor p gemein, so wäre S2M" ^n'^—mm' 
durch p theilbar. Aus S2^0 (mod.p) und 

n'-m'm" = SIM, n"-m"m = nM', n'N'+nN+m"M" = nj 

würde folgen: 

n^n= m"M" z - (mod.jö), 

was unmöglich ist, weil M" prim zu /2 und f primitiv vorausgesetzt ist. 
Aus M" ^ (mod.jö) würde folgen 

iV' = (mod.p) und nj = ^fit+iV"fi"+iV'n' = (mod.;?), 



♦) Vgl. Disq. arithm. Art. 283. 



Meyer, über indefinite temäre quadratische Formen, 151 

was wiederum der Voraussetzung widerspricht. Folglich können m, n", m! 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, w. z. b. w. 

Um (p durch eine temäre Form der Invarianten 12, J eigentlich 
darzustellen, müssen iV^ iV' durch die Congruenzen bestimmt werden: 

(1.) iV^ E- Jm, NN' = -Jfi\ N" = Jm' (moA.M"). 
Fttr die Lösbarkeit derselben ist noth wendig und hinreichend, dass für jeden 
ungeraden Primfactor ,u" von M" sei 

[ ausserdem q)^.J (mod.4 oder 8), wenn itf " r^ 4 oder (mod.8). 



(2.) 



Durch die Gleichungen 

Nm' + N'n" , Nn"+N'm „ n"^SiM' 

« = ^, , n = =T77 , m = 



M" ' ' M" ' m 

sind dann die übrigen Coefficienten einer ternären Form 

^""Ci Z\ n") ^"^ ^^^^^ adjungirten G = (^' ^; ^„) 
gegeben, welche cp darstellt. Die Coefficienten », n, m" werden ganzzahlig, 
weil auch noch die aus (2.) abzuleitenden Gleichungen gelten: 

,^,. MN'-N'N" , M'N'-NN" „ n'-SiM nn'+ÜN" 
( J . ) fi = n = -j , m = , — = j-, 

und nach der Voraussetzung weder M", J noch m, n'\ m! einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. Ist £1J ungerade, so sind g und G eigentlich 
primitiv und £1, J die Invarianten von g*). 

Soll (p durch eine gegebene Form / der Invarianten il^ J dargestellt 
werden, so hat man alle Formen g aufzustellen, welche den verschiedenen 
mod.if'' nicht äquivalenten**) Wurzelsystemen iV, iV' entsprechen, von diesen 
Formen diejenigen zu suchen, welche mit / äquivalent sind und sämmtliche 
Transformationen von / in g zu ermitteln. Damit aber / und g äquivalent 
sein können, müssen sie in dasselbe Geschlecht gehören, woraus sich ausser 
(ß.) die Bedingungen ergeben: 



*) Smithy Philos. Transactions, vol. 157, p. 271. 

**) Zwei Systeme JV, iV' und iV,, iV[ sollen nicht äquivalent heissen, wenn weder 
zugleich iV, =JV, N[ = N' noch zugleich N,=—N, ^; = -iV' (mod.itf") ist. Vgl. 
Disq. ar. Art. 282. 
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in Bezug auf alle ungeraden Primfactoren (o von S2, d von J. Ist q) nicht 
negativ und S2, J (wie hier immer) positiv und ungerade und enthält das 
Geschlecht von f nur eine Klasse, so sind die Bedingungen («.) und (Ji.) 
für die Darstellbarkeit von (p durch f auch hinreichend. 

22. Im Folgenden soll die Darstellung einer primitiven, nicht 
negativen Form (p = (m, n", tn!) der Determinante ,Q0M" durch eine temäre 
Form fi der Invarianten i20, J0 untersucht werden unter den im vorigen 
Paragraphen gemachten Voraussetzungen Über Si, J, und fUr den Fall, 
dass M" prim ist zu £2J0. Ferner kann und soll q) so präparirt voraus- 
gesetzt werden, dass m eine in 2S2J0M" nicht aufgehende Primzahl oder 
das doppelte einer solchen ist, je nachdem q> eigentlich oder uneigentlich 
primitiv ist. 

Nach den Vorschriften des vorigen Artikels ist zunächst die Form 



J ^ir 



_ /m, m , tn \ ^^^ Invarianten 120, J0 

^ ^n, n\ n' / ' 

herzustellen, zu welchem Zwecke die Congruenzen 

(3.) N^ = J0m, NN' = '-J0n\ N''^J0m' (mod.^") 

aufzulösen sind, was so geschehe, dass iV^iV'^0 (mod.0) wird. Dann 
wird weiter 

(4.) n = n' = M= M' = N" = (mod. 0), iw" = (mod. 0^) 
und 

/ m, m\ (0i0,)"'w»">^__ /<^„ m;, m';\ 

eine primitive Form der Invarianten /2^, J0^ mit der adjungirten 

_/0-^jtf, 0-^M\ 0,if" N /if„ ä;, Mi\ 
^'^\0j'N, 0-'N\ 0-'N''y^N,, iv;, jv;v' 

wo M[ prim ist zu 0. Die Form gi geht durch die Substitution 

x = y, X =y, X = 0,02^ 

in gr über und sie ist mit jeder Form / = U' Lr' rffj der Invarianten i2^, 

.i/01 äquivalent, die mit ihr in dasselbe Geschlecht gehört. Die Form / 
soll wieder so gewählt sein, dass ihre Coefficienten den Bedingungen (1.) 
des Art. 8 genügen. Gehen nun g^ in / und f in g^ bezw. über durch die 



m 
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(inverBen) Substitutionen der Determinante 1: 

80 geht f in g über durch die Substitution 

H H' e,0,H" 

,Z Z' 6,0, Z" 

der Determinante 0x0, und g muss einer der Formen f^ äquivalent sein, 
welche mit ihr in dasselbe Geschlecht G gehören. Um zu entscheiden, 
mit welcher, ist diese Substitution in eine eingerichtete 

0„ 

T = I 0„a' 0,2 0j, 

011«" 0„0„/3" 0, 

and eine nachfolgende der Determinante 1 zu zerlegen nach den Vorschriften 
des Art. 8. Hier ist 0„ der grösste gemeinschaftliche Theiler von Z, 5*, 
0, und 021 derjenige von ZH'—HZ', 0,, d. h. von t" und 02; femer 
0, = 0„ 012, 02 = 021 022, und «', ß" sind durch die Congruenzen bestimmt 

(5.) Z(t' = H (mod. 0,2), t,"ß" = -ri" (mod. 022) 

und zwar eindeutig nach den betreffenden Moduln; denn aus der Congruenz 
ifi^+itf,'r'+2JV;'jJ' = (mod. 0,2) folgt, dass Z prim ist zu 0,2 und 0„ 
der g. g. Th. von Z und 0,; ebenso ist t," prim zu 022. Bedeuten nun 
«> ßs y, <^ für T dasselbe, was «„ /?„ y„ J, (nach Art. 13, («.) und (/?.)) 
für T„ so erhält man nach Art. 16: 

2;t(a, «,) = 1+ , ,. "'": — (mod.r„), 

yo'(ay! + aa!) 

2;t(«, «.) = 1+ jy ^°'°',^, (mod.r.2), 
2;c(/9, Ä) ^ 1+-^^^ (mod.r20. 

wo r^ri^ = /;, r^,r.,^ = r, und r^ Theiler von 0,* ist, a' = ©^^al, a" = ^a^^; 
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&lso aa': = -nA', aa'o^-nA", Är]"^+A"t"^~M[' (mod.©»); daher auch 

2x(A « - i-p~^^^ (..od.r.0, 

Aus den Gleichungen flir die Transformation von f in g^ folgt aber 

^^•^ l «, = aZ' :••• ^a' H' H" , n\ = al^'Z+a'H'H, «;' = aZST+aHH', ^ ^'^ 
und hieraus 

»»ii+«;'^'+«;r = a^, «1'?+»»;''?'+«;»?" = <»'», 

2;t(«, «0 -3 l+>'-("-^+<^'+"^)+°'^'"-''+">'+<''") (mod.A,). 

Da weder f in Bezug auf 0^ noch F in Bezug auf 02 einen be- 
stimmten quadratischen Charakter besitzt, kann man a und A^ so gewählt 

voraussetzen, dass (■^) = (-^)7 (-g-) = ( V ) wird flir jeden Primfactor 

öl von ©1, Ö2 von 02- Alsdann kann man zur Vereinfachung flir /i die- 
jenige Form wählen, welche aus f durch die Substitution x — y^ x — 0iy', 
x" = 02^" entsteht, so dass «i = /J^ = 0, y^ = J^ = 1 gesetzt werden kann 
und man hat, weil Z^O (mod-Ti,), ^"^0 (mod./ji): 



(7.) 



2z(«, 0) ^ i+^i- ^ 1+ '"■g+<!j^<^" (mod.ro, 



2;t(/3, 0)£= l-r/^(mod.7;), 



WO die Wurzeln so zu wählen sind, dass /(«, 0), xiß^ 0) bezw. prim wer- 
den zu /"i, il^, im Uebrigen aber beliebig sind. 
Setzt man noch 

/ = ;t(«, 0) (mod.ro, ;t = /(Ä 0) (mod.r2), 

so sind die Formen g und fa (Art. 20) äquivalent oder nicht, je nachdem 
der Totalcharakter des Products xXa zu @ gehört oder nicht; daher gilt 
der Satz: 

S). Damit es Darstellungen von (p durch fa gebe, welche zu den 
Congruenzwurzeln N, N' gehören, ist nothwendig und hinreichend, dass der 
Totalcharakler von xXk ^^^ Gruppe @ gehöre. 
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23. Im Folgenden soll zar AbkUrzang die Zahl x dnreh die Con- 
grnenzen 

bestimmt werden, so dass 

2x = 1-x (mod.r) 
wird. Den Ausdruck 

(9.) a)(l, ;f) = ^(1-;^) (mod./0 

nenne ich den zur Substitution ^ gehörigen Decidenten*) von gx (eigentlich 
den zur Substitution 2 und den Congruenzwurzeln iV, iV' gehörenden 
Decidenten der Darstellung von (p durch Formen Z^), indem ich setze 

(10.) 2a)(;f, 7c,) = l-;f;^,+|/(l~x'0(l-;^) (mod.r) 

unter der Voraussetzung, dass 1—;^, 1— ^J quadratische Reste von F sind, 
wobei es gleichgültig ist, welcher Werth der Wurzel gemeint ist. 
Von den Decidenten gelten folgende Sätze: 
1) Die Ausdrücke (welche conjugirl heissen mögen) 



l^xx,+ lf(l-x'')(il^xi) (mod.r), l+xx,+]Xl^x''Xl-7ci) (mod.r) 

haben alle denselben quadratischen Charakter in Bezug auf die Primfactoren 
^on r (Grundfactoren von G). 

Denn ist ein solcher Primfactor, so ist 

, ^____^ , . (mod.ö). 

2) Das Product 

£«l quadratischer Rest von F. 

Dies ergiebt sich als Specialfall der in Art. 18 bewiesenen Congraenz, 
"^^enn daselbst x=l, a = 1, a' = —1, A, = x^ gesetzt wird, weil 

Speciell ist für jeden Grundfactor 6 (xj = 1): 



•) Ein von Gatut in der Theorie der biquadratischen Reste (Werke II, S. 317) in 
«uderem Sinne gebrauchter Ausdruck. 

20* 
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3) Geht 

durch die Substitution der Determinante e = + 1 

a ß y \ /Je A'e A"e' 

S = \a' ß' y Y .mit der inversen S'' = j ße B'e B"e 

a" ß" fj \re r'e V'e 



über in 






tincf ^eA/ ^1 m f über durch die Substitution der Determinante e' = + 1 

i V t 
= 1 1 v' r I, 

i" j?" r, 

«0 besteht zwischen dem zu 2 gehörigen Decidenten ^i von g^ und dem su 
S~^2 gehörigen Decidenten ^2 von g^ für jeden Grundfactor 6 die Relation 

WO 



- '».«+"X+>'>" („od. r.), x' = r ' i/ J-i; (mod. r,) 



Es ist hierbei vorausgesetzt, dass für die Coefficienten von g^ (und g^ 
die in Art. 22 gemachten Voraussetzungen gelten und dass ausserdem 
«'/^eO (mod. 02) sei, was durch Transformation von ip immer zu erreichen 

ist (aus Gründen der Symmetrie folgt, dass man auch x' ^ /' r "m^ (mod. F-^ 

setzen kann, wenn «jE^^O (mod. 62) ist). 
Bezeichnet nämlich 

Ze' Te' r'e' 
^ = I He' He' //'V 
Ze' Z'e' Z"e\ 
die zu 2 inverse Substitution, so geht f in g2 über durch S~^S und daraus 
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ergiebt sich nach dem vorigen Artikel zunächst 

235, " l+eC^a+ra'+rV')/-^ (mod.r,), 



fii. 



2% -1- i+eXn+rv+r"V')^i^ (moci.ro. 

2 

Nun ist in Bezug auf einen Primfactor di von I\: 

i-x" — - -^^' (itf^^-2^.r i"+m;i"o =- - -f^- itf/r", 

,V - = (»^'.l + w'.'r+ ^'.rOCm.c+n'.V+n'.a") 

somit 

2®, -- 1+ e(xx'- V(l-z')(l-^'Ö) (mod.öO. 

Ebenso ist in Bezug auf jeden Primfactor 62 von /;, wie aus den 
Transformationen von F in G, und von C, in Gj folgt: 

clenn ist, wie vorausgesetzt, «1' 7^. (mod. öj), so ist auch iV," r= (mod. öj), 
^~i»' = (mod. 6^; daher 

(1_;,')(1_;,"^) :- ...^.^r--r{'^ (m0d.Ö,). 

^an giebt aber die Transformation von F in G^ in Bezug auf den Modul 0.> 
<3ie Congruenzen: 

(1) Äri'+ÄV - --- 0, (2) AY+A'V - K (3) A't]"''+ÄV" — i^i", 

(4) A'r,T,'+A'X^' _-. 0, (5) A'r,V+A'XV - 
land somit erhält man ans den Verbindungen 

(2)(3)-(5)^ (5)r'-(3)r; (2)(l)-(4y, (4)r-(2)S, (2)i?-(4)V 
"bezw. die Congruenzen: 

A'A"(r]K'-W-=^0, Är,\ri^'-tri')- -JH'X, A'TCvt'-W -^^M[r,, 
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aus denen folgt 

\vV-t'v\ = 0, ÄM[i" = A"M[T\ »?S'-SV = '? = S = (mod.Ö,). 
Demnach ist 

(i-0(i-0 E= ~r'%'\ 

22)ä = l+eXxx'+y(_l-x')(l-x'')) (mod.öO; 
und daher 

in Bezog auf jeden Primfactor von F. 

Ist a = ±l, a' = a" = 0, 80 wird (^) = (^--)- Auch ändert sich 

der Decident nicht, wenn man in der Substitution S bloss y, y', y" ändert. 
24. Die Beziehung zwischen dem System der nichtäquivalenten 
Congruenz wurzeln N, iV' und denjenigen Formen fi, welche (p darstellen, 
soll jetzt noch genauer untersucht werden. Es mögen also in der in Art. 22 
angegebenen Weise, unter denselben Voraussetzungen über ip und der 
weitern, dass auch n" ^ (mod. ©2) sei, zwei ternäre Formen gi und g2 der 
Invarianten S20l^ J0^ hergestellt werden, welche die Form y als Bestand- 
theil enthalten, aber nichtäquivalenten Wurzelsystemen iV, iV' entspringen. 
Diese Formen gehören demselben Geschlechte theilerfremder Invarianten 
an, sind also äquivalent, und eine Transformation von g^ in ^2 kann nach 
der Vorschrift gefunden werden, die ich in einer früheren Abhandlung*) 
gegeben habe. Dabei soll stets 

gesetzt werden, so dass also 
m, = m2 = w, m[ = nh = m ^20 (mod. ©2), w'/ = n!^ = «" ^ (mod. ©2)» 
M[' = Mi' = M"0,, Ml = M;, (mod.0). Ml prim zu 0, 
m'^ = n, = M,=O(mod.0i), Nl' =n[ = (mod. 62), N, = N[ = (moi.O.e^) 

ist; ebenso für die Coefficienten von g2 und G2. 

Den bereits früher gemachten Voraussetzungen über m und üf " füge 

•) Dieses Journal, Bd. 108, S. 139. 
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ich noch die weitere hinza, dass M'^ nicht durch 4 theilbar sei. Ist dann 
if" gerade, so ist (p eigentlich primitiv ond hat keinen bestimmten Charakter 
mod.4; man kann daher die Determinante JO^m der Formen (M[j A/^i, ilf"), 
(Mij iVz, M2) congment 3 (mod. 4) voraussetzen. Dann (sowie auch für un- 
gerades üf") sind beide eigentlich primitiv, da M" prim ist zu JOitn, und 
nicht negativ, weil sie durch indefinite ternäre Formen positiver Determinante 
darstellbar sind, und gehören demselben Geschlechte an. Daher lassen sich 
zwei ihnen bezw. äquivalente Formen 

(iJfi, iVa, M;') und (Af; N,, Mi') 

finden, in welchen M^' =^ M^' das Product zweier in 2£2J0m nicht auf- 
gehenden Primzahlen P, P^ ist, N^^N^ (mod.P), Ti^^—N:^ (mod.Pi). 
Bezeichnen nämlich ^1 und ^2 die Klassen von (M[^ iV^, itf ") und (ilfj, ^^2, ^2)1 
so bestimme man zwei eigentlich primitive Klassen V und V^i derselben 
Determinante, so dass 

<f , = WW,, ^, = WW-'; also V" = *i<?2, W, = <f 1 W'\ 

Da *i^2 dem Hauptgeschlechte angehört, lässt sich V und hierauf V^ immer 
dieser Bedingung gemäss bestimmen. Sind nun P, P^ zwei positive in 
2S2J0m nicht aufgehende Primzahlen, welche bez.w. durch ?P, W^ darstell- 
bar sind, und (P,Q,R)^ (Py^Q^^R^ Formen dieser Klassen, so braucht 
man nur 

N, = N,^Q (mod.P), N, = -iV, = Q, (mod. P,) 

zu machen, um Formen ( ^I~^®.^ ^ j^^^ pp^)^ ( ^'"//'"^ , N,, PP) der 

Klassen ^1, ^2 zu erhalten, welche der gestellten Forderung genügen. 

Ausserdem müssen aber P, P^ so gewählt sein, dass für die Funda- 
mentalauflösung T, U der Gleichung 

t'-PP,£20W = 1 
T^e (mod.P), T^n—e (mod.P,) wird, wo e=±l ist. Auch dieser Be- 
dingung kann, wie a. a. 0. bewiesen ist, stets genügt werden. 

Da M^' prim ist zu J0m, kann und soll zur Vereinfachung der 
weiteren Entwickelungen noch 

N, = N, = (mod. J0m) 
vorausgesetzt werden. 

25. Geht (M[, iV„ M[') über in (Jlfi, N,, M^') durch die Substitution 



160 Meyer, über indefinite temäre qucubratisehe Formen. 

der Determinante 1, so sei 

1 0\ /l 

G.|0 p' a'j = G3; also gio a" -Q"] = g, 

fi q" a"l \0 -a' q' 

nnd 

T-n'^U m,U 0\ /T+n,'U m^U 0' 

G,\ -m',U T+n'^U J = G»; also gA -m,U T-n'^U 0] = g,. 

1/ \ Ol 

Dann ist 

Mi' = M; = Mi' = PP, ; m, = «I, = 1», 

iVj = NiT-t^M'^U=^ NiT=eN, (mod.PP,); 

daher {M',, N„ Mi') mit (üfi, iV*, ^;), also auch mit (M^, iV„ Jf^) eigentlich 
oder aneigentlich äquivalent, je nachdem e = -\-l oder —1 ist, nnd entstehe 
aas letzterer Form darch die Sabstitation 



{q\ < 's 



der Determinante e. 
Ist dann 

(1 \ /e 

q\ a'A = Go; also gAo a'; -p'/ | = <76, 
(>'/ a;'/ \o -a; , 

80 wird 

daher 

n^^^Us^ n^^E^n's^^ n^n^ iizl n[nl^ (mod.m), 

and da m eine ungerade Primzahl oder das Doppelte einer solchen ist: 

n^ ^ e'wö, n^ ^ e'us (mod.m), e' = + 1. 
Es sei 

n^ = eni-{-mv , n^ =^ e n^ -{- tnv 
and 

L 

t = g,, also Gel v" e' | = G„ 

1/ V e 
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80 wird 
also 

und hieraus 

N; = N's, N;' = Ni' ; also auch 91, = Ms] 

d.h. die Formen 67 und 65, folglich g, ond ^5 sind identisch und 92 geht 
in gi über durch die zusammengesetzte Substitution 

-v\lT-n;U -m',U 0\ /l 
I j m,U T+n^U | j p' q" 
l/\ l/\0 a' a"^ 

Von den Substitutionen dieser Zusammensetzung kann nur die dritte, 
welche g^ in g^ tiberführt, den Charakter des Decidenten in Bezug auf die 
Primfactoren von Ji ändern, und zwar ist nach Art. 23, 3): 

(f ) = (i)(-T^)(f ). -'■ - ^^-™aS=.^ - ± T (»od.«,); 

r O 5 

daher 

(f ) = (l:)(-^)(f )■ 

Aus der Gleichung (T-e)(T+e) = PP^n^ST^eW folgt aber 
(T-e = aPn'MW, T-\-e = oP,n['&'W, 

^ "M (i2;i2;' = n„ e\&i = e>„ a = 1 od. 2, At^= o«»), 

/l— eT\ (—eaSi\P\ /l+eT\ ( eaSl",P.\ 

Ferner ist der letzte Coefficient der obigen Transformation von 
g% in g\' 

daher 

x' = (-a[Q"(T+n'W)+o"(f[)'\/^ (mod./',) 

oder, weil 

«;' = -n[a'-\-n['a" = 0, T= e" = ± 1 (mod.Ö,), ilf," = ilfj' = ilf"0i 
ist: 

±x' ^ e"a"p[-Q"a[ (mod.ö,) 
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für jeden Primfactor 02 von Tj. Da aber Ni^^N^^^O (mod.öa) ist, so 
liefert die Transformation (p.) die Congruenzen 

aus denen folgt 

M['e" Em -My, M['o" = Mi'Q' (mod.0,); 
daher 

±x' = -l^(e"M;,'Q'Q[+mo'a[) (mod.ö,). 

26. Es bleibt übrig für die Substitutionscoefficienten p', a', pl, a[ 
geeignete AosdrUcke zu finden. 

Bezeichnet man durch (a, 6) die Form (a, b, c) und zugleich ihre 
Klasse, so gelten fUr die schon oben betrachteten Formen der Determinante 
JOitn die Compositionen 

(P, iV3)(P„ iV3) = (itf"0„ N,y, (P, N,XP^, -iV3) = (iJf "0„ iV,), 
wo 

m^Nl:^ J0,m (mod. Af "), N,EnN2 = (mod. O^ö^) 

ist. Es kann und soll aber zur Vereinfachung noch vorausgesetzt werden, 
es sei auch 

iVi^iVa^zzO (mod. Jm). 

Dann wird zufolge der Gleichung N\—M[M''0^ = J6^m auch üf/, ebenso 
Afa durch Jm theilbar. Da nun 

(N,^NO(N,+N,) = (mod.ilf") 

ist, aber N^N-^ prim zu M*', weil J0im es ist, und da üf" nicht durch 4 
theilbar ist, so zerfällt M" in zwei theilerfremde Factoren 9D?i und 9^2, 
welche bezw. in iVi— iVj und Ni+N^ aufgehen, so dass iVa^^i (mod.3Ki), 
= — 2Vi (mod.9K2) ist und 

(p, iV3)(P„ iV3) = (aK„ ivo(0,aK„ ivo; C^, n,xPi. ^n,) = (2R„ ivocö^aw^, -2V0; 

daher 

(/>, iV3) = (9K„ iVOSl; (P„ iV3) = (0,m, NO^. 

5( bedeutet hier eine nicht negative primitive ambige Klasse der Deter- 
minante JO^m, lässt sich also durch eine Form repräsentiren, die aus 

zusammengesetzt werden kann , wo a = 1 oder 2 ist (letzteres kann nur 
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eintreten, wenn J 0, mFL^ 3 (mod. 4:) ist), J' ^ J[J'^, J"=:J['J';\ J[J'; = J,^ 
J\J'i = ^2» 01 ©r = ©ij «»'w" = — fw. Es wird also 

wo Ol (aj) = — oder = a ist, je nachdem 9D?i (9K2) gerade oder ungerade ist, 

und 9^1 ^iVi (mod.9Ki9K2), ^^ o—l (mod.(;), lz:0 (mod.^/'Oiw') sein muss, 
aber sofort ^0 (mod.//0i02w) gemacht werden soll. 

Demgemäss lassen sich für die Formen die Transformationen bilden: 



(m 



(P, N,)0 3) = (Oi^'6»;2Rif»', %), 



(P„ A',)r-' ^») = (a,^'0;'a}J,m', %), 



>ys ^i 



(PP„ iV3)(" J) = (0.M", 9t0, 



WO nach den Vorschriften der Disq. ar. Art. 237, 239, 242 gesetzt werden 
kann: 

((7^(72 = a„ = 1 oder (t„ = a, = a^ = a, je nachdem M" gerade oder ungerade; 

OiO^ = (^). 

Da %^:N, (mod.iiröO, S^i^iV^ _zeA^3 (mod.a,) ist und 

(3n\ iV3, M^)(J^, -j;;) = OW"0, N, M'O 

werden soll, kann gesetzt werden: 

olJ'm^Q' :^ «i«2— ^^3/1/2, —Oi^J'm'a' ¥— Pci^yi+P^yxOi (mod. ö^)» 
Zweitens sind noch die Coefficienten pl, o\ einer Transformation 

zn bestimmen. 

Da N.^iNiT (mod.PP,) ist, setze ich NiT-Ni^PPjis und erhalte 

(M;, A',)(o ^0 = (FP„ A3T); 
ferner 

(P, iVjT) I ^ ) = (P, eA^); (P„ A^T)! ''. ) = (P„ -eA,) 

^0 1 / Vo 1 / 

21* 
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und 

(P, eiV3)(««^ 5^') = (a,J'e[m,m; e%\ 

Aas 

9li=iVj = O(mod.^0iin), 9J, = Ni=iVj(mod.9K0, 9li=iV,=-iVa(mod.aR2) 

folgt 

9i,-JV2 = (mod.öi^'0;2Ri»i'), 9l,+iV, = (mod.ö^^'ei'anji»') 

und man kann daher setzen 

und erhält für die Coefficienten y^ und ^4 der Sahstitationen 

^' ** ~ Vo 1 / "^^ *^' ^ * 

welche (P, iVjT) und (P„ iVjT) bzw. in ((T,^'0;aK,»i', eiV,) und (o^J'&^^m', eNt) 
überfuhren: 

yi = «?'n n = —en- 

Aus diesen Substitutionen erhält man aber fUr die Coefficienten a', y' 
einer Transformation 

die Gleichungen 

a,^J'm!a' = a3a4-^dy3y4, o,,J'm'y' = ^«3^4+ ^^1^3 «4+2^3 Ty3y4, 
wo 

i8t, und da 

A/5^B^3^/?5^0, Ml.^Ml^ «3=^«i, «4^02 (mod.02) 

ist, kann man schliesslich setzen: 

a„z/Wpl ^ ai«2+^3yiy27 - o^^J'w!o\ ^ — ePa,y2+ßPiyi«2 (mod.©,)- 

27. Setzt man die gefundenen Werthe der Substitutionacoefficienten 
in die Formel für x' am Schlüsse des Art. 25 ein, so kommt 
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Aus den Transformationen (W) folgt aber, mod.02: 
Pal-\-M^P,yi=^.a,J'0'M,m', P,al+M^Pyl = n,J'&:m,m' 
und hieraus 

M;(PirW]-P'aiy^ ~ J'mXa^0[W,P^al-a,&;m2Pa]), 
i±e ^ — <y»^',„',M'r oaer _ „,^,^,^» (.moa.i/,;, 
je nachdem ee" = +i oder =—1; und entsprechend ist 

Nach Art. 25 (T.) ist aber für die Primfactoren öi und 62 von 
©i und 0;': 

und da T==e" (mod.ö,), a.a, = < (|!1) = (J?^*-) = (JZ^a®l) (Art. 15 

"2 "j C'a 

und 16), so folgt 

für jeden Primfactor O^ von /i. 

Aus Art. 26 folgt lEiber auch 

je nachdem ö, in 0" oder in 6>i aufgeht; daher (Art. 25) entsprechend 
«der auch, weil (-^^) = (-f-) = ( —^^^-^ L') fur jeden Grundfactor ö„ 

( ^=i^*' ) ^ ( <'g«^.-Q'XQ'.'<>r^'»'^» ^ oder -.( -''g<^.-»'.<Q'.V«»'a». ) 

Da ausserdem m = —m'tn" und »»' oder m" gleich +1 oder +2 ist und für 
jeden Grundfactor 61 oder Oii 

(f ) = (---#^-). (f ) = (^=^). 
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SO kann man m noch eliminiren und erhält so die Relationen: 

wo d einen positiven oder negativen Theiler von 2S2iJi0i bedeutet und 
d' = rföf^ oder = d ist, je nachdem 0^ in d aufgeht oder nicht, und daraus 
folgt endlich, (wenn man d durch ^d oder 2rf ersetzt, je nachdem es gerade 
oder ungerade ist): 

für jeden Grundfactor 0. Mit Rücksicht auf die Bedeutung des Decidenten 
ergiebt sich somit der Satz: 

®. Gehören zwei Darstellungen von ip durch Formen /i und ^ des 
Geschlechtes G, denen die charakteristischen Zahlen Xi ^^^ Xj entsprechen, 
bezw. zu den Congruenzwurzeln iV, Nl und iV,, NJ und ist ^,j der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von Ni—Nj und M", so gehört der Totalcharakter 
des Products XiXj^u ^^^ Gruppe @. 

Ist eine Darstellung von y durch eine Form f von G bekannt, also 
(Disq. ar. Art. 282) auch das System der Congruenzwurzeln Nf, Nl, zu 
denen diese Darstellung gehört, so lassen sich nach diesem Satze mittelst 
der Tafel des Art. 20 die Formen von G angeben, welche die zu den 
anderen Congruenzwurzeln gehörenden Darstellungen liefern. Der Complex 
aller Klassen des Geschlechts G, welche (p darstellen, heisse der zu cp ge- 
hörige Complex und werde mit C^ bezeichnet. 

Heissen zwei Theiler einer Zahl conjugirt, wenn ihr Product dieser 
Zahl gleich ist, und heisst ein Theiler primitiv, wenn er zu seinem con- 
jugirten relativ prim ist, so sind die oben betrachteten Zahlen 9Ri, 9^2 con- 
jugirte Primitivtheiler von M", und die Anzahl aller positiven ungeraden 
Primitivtheiler ist gleich der Anzahl der verschiedenen Congruenzwurzeln N 
(unter den gemachten Voraussetzungen). Die Totalcharaktere aller Primitiv- 
theiler 9Ki bilden eine Gruppe ^. Ist ^' der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von ® und ^ und sind 2^ 2^' die Ordnungen von ^ und ^', so 
ist 2^"^' die Anzahl der Klassen des Complexes C^. 

Bezeichnet G^ das Geschlecht von Formen der Determinante £20M", 
zu welchem (p gehört, und ist (p' eine Form von G^, die mit (p nicht äqui- 
valent ist, so haben die Complexe C^ und C^, entweder alle Klassen /< ge- 
mein oder gar keine. Denn haben sie eine Klasse /) gemein, so ist nach 
dem Vorigen jeder Complex durch f und ^ in derselben Weise bestimmt 
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28. Es bleibt nun noch übrig, die Beziehung der verschiedenen 
Complexe des Geschlechts 6? zu untersuchen, welche zu den Klassen von 
G^ gehören. 

Es seien cpi und ^2 weder eigentlich noch uneigentlich äquivalente 
Formen von G^. Durch beide kann man dasselbe Product m = apq dar- 
stellen, wo p, q zwei verschiedene positive in 2S2J0M" nicht aufgehende 
Primzahlen bedeuten, a=l oder 2 ist, je nachdem q)i und (p2 eigentlich 
oder uneigentlich primitiv sind, und man kann diese Formen von vorne- 
herein so transformirt voraussetzen , dass ihr erster Coefficient = tn wird, 
so dass 

iijj = rni = m, fh -z=a +»!' (mod.p), wi' ^^ T^l' (mod. agf), «JV^ prim zu m (weil 
sonst (fi und 9)2 eigentlich oder uneigentlich äquivalent wären); ausserdem kann 
und soll «'/ En:: 14' ^ (mod. ©1 ©2) vorausgesetzt werden, wodurch auch 
m'i^nh^O (mod.0) wird. 

In der in Art. 22 angegebenen Weise stelle man jetzt die ternären 
Formen 

_/m„ m\, fn';\ _(m,, m',, m'\ 

^^~\n w' w'v' ^'~~\n n' n"^ 

der Invarianten i202, JOi her, mit den adjungirten 

wo Ml' = ilfj' = M"0i ist und für Ni und N2 dieselbe Wurzel der Congruenz 
N^^JO^m (mod.-ä/''0i) gewählt und ausserdem 'N^^'N-i^Q (mod.Öa) ge- 
macht werden soll, so dass wieder 

N, = N2 — (mod. 0, 02) 
wird. Dann ist auch 

M—je,m_ __ Nl-/J0,m 

prim zu 0. Ferner kann und soll 

iV; = iVi = (mod. 0502) 
gewählt werden. Dann wird 

n, = n\ — «2 ^ n, = Nl' — N.^' ^ (mod. 0, 02), 

m'/^O (mod. ©2), m'/ prim zu 0i. 

Die Formen (M[, iVi, iWi') und (J/l, N.^^ M^) der Determinante ^0iW 
sind jetzt identisch und können als eigentlich primitiv vorausgesetzt werden; 
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gi und 02 sind äquivalent, and es ist eine Transformation von g^ in ^^ zu 
suchen. 

Zunächst transformire ich (M[^ A\, Ml') durch eine Substitution 

Vp" ff"/ 

in eine Form (M3, N^^ Mi'), in welcher ilf,' eine in 2£2J6tn nicht aufgehende 
Primzahl ist, welche für gerades m als ^—Si (mod.4) voraasgesetzt werden 
darf. Ausserdem kann N^^O (moi.OiOt') gemacht werden, also M'^^O 
(mod.(9,). Nun setze ich 

(1 \ ■ / 1 

p' o' j = G3; also auch ^, j o" -Q"] = g,, 

p" a"/ \0 -a' p' 

1 \ /l 

G,|0 (f' o'j = G,; also ^,(0 a" -Q"\ = g,. 

,0 p" a"/ \o -a' q' 

Dann wird 

ebenso 

N; = a; — «; = «; = n;' = i?;' = O ; alles mod. ©,©,, 

und somit folgt aus den Gleichungen 

n',''^m,m, = 120^^;', N;,'^MJI;' = z/0im; etc. 
auch noch 

m, = fn[ = M,^ M, = M, = M, = (mod.®0. 

Nun sind 

ip3 = (^3, «;', 1»;), v'4 = (^4, <, mi) 

eigentlich primitive Formen derselben Determinante S2&lMs mit demselben 
ersten Coefficienten apq. Aus den Gleichungen und Congruenzen 

ATj = A2 oder rnni— «i«!' = mni—nWi) 

«3 = — «la-f Wi a , W4 = —«2^ +^2 ^ ^ 

n^i^e'n'i (mod.p), n'l^^—e'nl (mod.agf), e ' = ±1, 
folgt aber 

n[nll ^ «iiii' (mod.apgf), 

«2 ^e"«! (mod.p), »2 ^— eV, (mod.agf), 

ni^^e^n^ (mod.p), n^^-e'n'i (mod.fT^r). 
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Ferner ist 

und durch die Formen (p, «3', agruij) und (aq, «3', pfWj) kann man bezw. 
zwei verschiedene positive, in 2S2J&lUi nicht aufgehende Primzahlen pi und 
qi darstellen, für welche die Fundamentalauflösung T, U der Gleichung 

i'—piqiJ&y = 1 

der Bedingung T^e (mod.jt?,), T^ — e (mod.gr,) entspricht, wo e = ±l ist. 
Sind jetzt ä, «' zwei solche Wurzeln der Congruenz z^^SIOlM^' 
(mod.pi^r,) für welche 

js' ^ J5 (mod./?,), z' ^—z (mod.gr,) 

ist, so ist von den Formen 

(Pi5^n «. ^1) «nd (p,gfi, a', r\) 
der Determinante ßö^Mj" die erste mit 1/^3 eigentlich, die zweite mit ip^ 
eigentlich oder uneigentlich äquivalent, je nachdem e" = +l oder —1 ist, 
wenn man z so wählt, dass für die Klassen die Gleichungen gelten: 

Ausserdem kann man js ^ js' ^ (mod.0i02) machen, wodurch r^ ^ rj ^ 
(mod.©^ wird. 



Ist 



V^aC^r ?0 = (Piqi, 2, n), aß'^ßa' = 1, 



so setze ich 

(a ß 0\ / ß' -a' 0^ 

«' /^' 1 = ^5, also G3J-/? « 0| = G5, 

1/ \ 1 

1 iVil7 \ / 1 

Dann ist 

und («17, ee"«;', i»;) ist eigentlich äquivalent mit xp^. Es sei 
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^♦1-«; «I 0j = <76; also GAß, ß[ 0|=G«, 

1/ \o 1 



nnd 



daher 



w, = m«, »i; = < ee"«;' = »6, if,' = üf," = if; = i/e'; 




ee"(N,N;-M;'N;') = NM-M^'m\ 
N,' = Nl N!,'=m\ ee"N,N; = NM (mod.üfa"), 
und da iKTs" Primzahl ist: 

iV, = e'iV6, iV; = ee'e"JVoXmod.Jlfi'), e' = +l. 

Setzt man 

AT, = c'iVo+JJfj'V, N;' = ee' e" K-^ Mi' v' , 
so wird 

ce'e" 0\ /e' -e'v' 

e' OJ=G„ Jo eeV -ee'e"v\ = g^, 

V \) \0 ec" 

nnd g^ geht in ^2 tther durch die zusammengesetzte Substitution: 
1 0\ /« /9 0\ /l NIU \ /e' ccV\ M /9, 0\ /l 
o" -q" |( «' /?' j| T+N,U -M,u\{ ee'e" ee'V jj a\ ß\ j j p' p' 

-a' p7 \0 1/ \0 M^'U T-N,U/\o ee" / \0 l/\0 a' a" 

29. Von den Substitutionen dieser Zusammensetzung ändern die erste 
nnd letzte den Charakter des Decidenten mod. Fi nicht; es gentigt daher für 
diesen Modul die Transformation von ^3 in g^ zu betrachten. Nun ist aber 

iV, = iV3«-JVy = 0. m=-N,ß + Niß'~0 
N, = N,ß\+N:a[^0, K = N,ßAKa, = Cmod.©.®,), 
nnd weil 

m-M'.Ml' = ^©,fM„ Mi'N''-NsNl = J&,n,\ 
auch 

Mi = K =0 (mod.®,) 
und hieraus 

Nt = N!, = v = v' = (mod.©,). 
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Demnach ist die Substitution, welche g^ in g^ überführt, 
a ft 0\/l OWe' ^ \ /«i A \ 

a' /3' OJJo T ojjo eee'' jj «; ß[ | (mod.©,)- 

,0 1/ \o m;:u tI\o eey\o 1/ 

Der erste Coefficient dieser zusammengesetzten Substitution ist 

= e'(aa, + ee"Ta[ß) (mod.0,); 

und da iij ^ «i' ^ (mod.©i) ist, besteht für die Deeidenten 2)4 und ®3 von 
^4 und ^3, also auch für die Deeidenten ^1 und ^2 von g^ und ^2 die 
Relation 

(f ) = (^)(^)(f ). 

wo 

oder 

+ ;{' = aa, + ee'Ta[ß (mod.ö,) 

für jeden Primfactor 6^ von I\. 

Um die Relation zwischen den Deeidenten mod./i zu finden, ist der 
letzte Coefficient F" der Transformation von g^ in g'i, oder was auf das- 
selbe herauskommt, der letzte Coefficient y" der Transformation von gi in 
^2 zu berechnen. 

Aus den Transformationsgleichungen 

ma'+2n^aa'+mW^^Piqi, maß+ny\aß'+fia')-\-mWß' = « 
folgt 

ma^^p^qi^ maß^O (mod.öj); 

daher 

/i = (mod.®2), 

und entsprechend erhält man, weil Uj == zT^n^ ^0 (mod. 0^) ist, auch 

ßi = (mod. ©2). 
Femer ist mod. ©2: 

JV5" = --M.a'ß'^M'.aß+N^Xaß'+ßa') = 0, Nt = N; = N;' = N^' = 0; 

daher auch 

i/ = v =0 (mod.©2). 

Demzufolge findet man 

y = ee'e'X-ß'or'i-(j'M','U)ß'y+ee'\ß'o'M'sU+Q'r)o'' (mod.Q,). 

22* 
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30. Behufs weiterer Umformangen sind die Sabstitutionen 

ZU einander in Beziehung zu setzen. Um geeignete Ausdrücke fUr dieselben 
zu finden, suche ich Substitutionen , welche (pi, «) und (gfi, z) bezw. in 
(p,fi^) und (oq^n'i) transformiren. Es sei 

wo §i?'—ij^' = ^ii/l- 171^1 = 1. Hieraus ergiebt sich wie in Art 26 eine 
Transformation 

in welcher 

/3' = |li-r,^'5;, -a'=;^,^r,+^,§,r (mod.©,©,)- 
Ausserdem folgen aus den Congruenzen 

/>i5^i/5''+na" = ^/>5^, Piqißß'+riaa' = (mod.0i) 
die weiteren 

Pi^iß' = ^P«'«^ »"i«' = -^P9ß\ 
daher ist 

aa^ + ee'Ta^ß ^ ^'^^ ^^ ' '- (mod.©,). . 

Aus 

folgt ferner 

(1 _ rr y+g \ 

nnd hieraus für die Coefficienten «„ a\ der Transformation 

da »=7 0, f»7^ri (mod.0i©2) ist: 

a, = ^|,+r,|'i;, «; = c"(-p,li;+y.l,l') (mod.®j©,); 
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daher 

und weil 

Pi^+qirJ'^=Py qi^i+PirJ[^ = oq (mod.©0, 
auch 

Je nachdem T=e(mod.ö,) oder =— e(mod.ö,), erhält man also 



i±*' _ </,i; 



oder = Piü. (mod.öi) 



2 09 p 

und entsprechend 

Aus r-l=p, gr, ^©,£7* folgt aber 

T-e = o'p^J[J','&y, T+e = a'q,J['J'^'&;u>\ 

wo o' = 1 oder 2, J[J" = z/„ ^;^;' = J^, &[&" = ©1, o'fjir = U, und somit 
für jeden Primfactor ffi von ©'„ ö'/ von ©',': 



and 






und da 



-J,@.6r^ 



ist für jeden Primfactor 6^ von /\, so ist auch noch 

31. Für den Modul ©2 erhält man aus /S = /?, ^ ri ^ und den 
Congruenzen ftlr «i, a|: 

«/?' = a,/S; = l, a, = |^, = /9', /?'/?; = 1, « = /?; 
und somit 

Ml = Mitt^-2N'^aa'+MW = MW = M'^ß^,\ 
(/'.) ee"f = (T(>'+MlUß[a')a"-e'(Ta'-M;'Up'ß[)(>". 



174 Meyer, über indeßnite tertiäre quadratische Formen. 

Da die Determinante J&itn der Form (Jlfa, iVj, M^) prim ist zu 02, 
so kann man zn den bisherigen Yoranssetzangen Über M^' (Art. 28) noch 
die weitere hinzufügen, dass MiM^'R&i- Dann folgt aus 

Nl--M',M',' ^ J&,m und f ""^®^ "* ) = +! 

(für jeden Primfactor 0^ von F^ noch weiter M^^M^'RO^ und M^Ml'ROi^ und 
man kann setzen: 

(TQ'+M',Uß[a') }/^ = ;f, (Ta'-Mi'Uß',Q') j/^ = i. 
Dann wird 

x'+x' = ^(r+iif,'i«f,"£/yi;o(i»f3"(»'*+i»f>'0 (mod.öo 

oder da 

x*+i* = 1 (mod.öO. 
Ebenso wird 

Daher ist 

Das Vorzeichen von e' ist nach Art. 23, 1) gleichgültig und man erhält 

für e' = +1 aus (>".): 

ee'V" = T-^{MWo"+M!;Q'Q")Uß\ = T (mod.0,), 

da Mla'a"+M3'Q'Q" ^Ni = (moä.0,), und daher (für x' = y') 

±x' = eT (mod-Öj). 
Nan ist 

1+ er = e(r+e) = ea'q^J'^J'P@['w\ 1-eT = -e(T-e) = -ea'p,J[J'^e'y, 

und weil pif^p, qj^^aq (mod.02), ( ~ 'fl''^^^ ) = +^> ^<> '^^ für jeden 
Primfactor dt von jTj: 

l±x' \ _ / —ea'pJ\e', 



0, 



(^) = (-=^^-)- 
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Diese Gleichung stimmt mit der für die Moduln Oi gefundenen 
völlig ttberein, und man hat daher für jeden Grundfactor die Beziehung: 

a) = (i)(4)(f-). 

wo d einen Theiler von 2Ji&i bedeutet und d* = dö"^ oder = d ist, je nach- 
dem in d aufgeht oder nicht. 

Die Formen des Geschlechts G, welche die zu derselben Congruenz^ 
würzet gehörenden Darstellungen von cp^ und (p2 liefern^ sind somit äquivalent 
oder nicht^ je nachdem der Totalcharakter von p zu & gehört oder nicht. 

32. Bezeichnet S)l einen zu einer anderen Congruenzwurzel ge- 
hörenden Decidenten der Darstellung von (p^^ so ist nach Art. 27 

(f ) = (^)(^); 

daher 

wo rf" und d*" eine analoge Bedeutung haben wie d\ Ist daher ^" das 
Product der Gruppen ® und ^ , so sind die Complexe C^ und C^ gleich 
oder verschieden, je nachdem der Total Charakter von p zu $" gehört oder 
nicht, und die vorige Gleichung zeigt wie in letzterem Falle der Complex 
Cy, aus Cy^ erhalten wird. Aus 

Vi = (^Pq, »'/) = (Py w'i'X^y. n'i% V2 = ((^pq^ W2') = (p, e''nl){pq, -e'V/) 
folgt nämlich, wenn (p^^ und cpi eigentlich primitiv sind: 

^1^2 = (p, n'iy oder = (pq, n'lf, 

je nachdem e" = +1 oder = — 1 ist. Da nun nach Art. 15 für die Grund- 
factoren d 

ist und die Gesammtcharaktere mod./* der Ambigen der Determinante £i®M" 
sämmtlich zu $'' gehören, so ergiebt sich der Satz: 

5. Die Gruppen, welche zu den Complexen C^^ und C^^ gehören, ent- 
stehen aus einander durch Multiplication mit dem Gesammtcharakter mod.F 
irgend einer Klasse, deren Duplication die Klasse (pi(p2 giebt. 

Sind (pi und ^2 uneigentlich primitiv, so ist tr = 2 und 

y. = (2, l)(p, n':Xq, «'/) = (2, 1)V» 

y, = (2, l)(p, e"n['Xq, -e'K) = (2, l)y„ 
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WO ipi und xf/2 eigentlich primitiv sind und V^i V'2 = (p, «IT ^^^^ =(q,ni{f, 
u. 8. w. 

Hält man ^^ fest und lässt (p^ n'l) alle eigentlicb primitiven Klassen 
der Determinante £1®M*' durchlaufen, so durchläuft (p2 alle Klassen von 
Gtp Qede so oft als es eigentlich primitive ambige Klassen giebt). Dabei 
kann (/?, nj'), daher auch der Totalcharakter von 2)2, jeden Gesammt- 
charakter mod-J* annehmen (ausgenommen, wenn i2M" = 1, ® ^ 1 (mod.4), 
0^62^ r ist), woraus folgt: 

®. Jede Klasse des ternären Geschlechtes G kann (und zwar jede 
gleich viele) Klassen des binären Geschlechtes G^ darstellen, 

Ist 2^" die Ordnung von ^'\ so ist 2"*"^" die Anzahl der Complexe, 
aus denen das Geschlecht G besteht. 

Reducirt sich & auf eine Primzahl und sind die Bedingungen (0.) 
des Art. 20 erfüllt, enthält also das Geschlecht G zwei Klassen /i und /i, 
so zerfallen dieselben nur dann in zwei verschiedene Complexe, . wenn 
^" = ist, somit alle Charaktere der Primitivtheiler von Af " positiv sind, 
was nur dann eintritt, wenn M" keinen Primfactor, welcher NO ist, in un- 
gerader Potenz enthält. Alsdann stellt fi die eine, f2 die andere Hälfte 
der Klassen von G^ dar, indem zwei Klassen (pi und 9)2 durch dieselbe 
oder verschiedene der Klassen /i, /z dargestellt werden, je nachdem die 
Klassen, durch deren Duplication (pi(p2 entsteht, alle RO oder alle NO sind. 

Beispiel: ß = 1, ./ = 13, ö = 17. 

Die primitiven indefiniten Formen der Invarianten 17, 13.17 zer- 
fallen in acht Geschlechter, von denen diejenigen zwei, für welche 

(-:^) = ("Yt") = + 1 ^st? j® 25wei Klassen enthalten. Da dem Charakter 
(-rö-) = +l ein Nullgeschlecht entspricht, beschränke ich mich auf das- 
jenige Geschlecht, für welches (-^0-) = — 1 ist und durch dessen Formen 

die Null nicht rational darstellbar ist. Diese Formen entstammen der Form 

(—1 2 15 17\ 
17' 00/ ^^^ Invarianten 1, 13.17 und können nach Art. 17 repräsentirt 

werden durch 

. _/— 1, 2.17', 15.17\ r ^f h 2.17', 15.17\ 
^^~M7', 0, >'' ^'""M7', 17, 2.17/ 

(/i ist auch äq. (^^V "^0,^^' ^0^^))' 
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Soll nun eine positive binäre Form cp der Determinante —1802 = —17.2.53, 
wo ( * ) = +l, ( ' )= -^1 ist, durch ^ oder /i darstellbar sein, 
80 muss 

sein, so dass von den vier Geschlechtern der Determinante —1802 nur das 
Hauptgeschlecht in Betracht kommt. Setzt man 

(3, 1, 601) = «, (2, 0, 901) = /?, 
so lassen sich durch den Ausdruck a*/?* (ä = 0, 1, 2, . . ., 15; /= 1, 2) alle 
positiven Klassen der Determinante —1802 repräsentiren , wobei für das 
Hauptgeschlecht k und / gerade sind. Da nun 53 AI 7 ist, zerfallen diese 
Klassen in zwei Hälften, und da o(iV17, ßRll ist, so ist für die eine Hälfte 

* = 0, für die andere ä = 2 (mod.4); denn «*/?'. a*' /S*' = (a * ß *~)' und 

a ' /? ' ist Ä17 oder iV17, je nachdem k+k' = oder 2 (mod.4); und 
zwar ist «*/? durch /i oder /i darstellbar, je nachdem ä^5 2 oder (mod.4) 
ist. In der That wird die Hauptklasse a'^ = (1, 0, 1802) durch /i dargestellt? 
wenn man setzt: aj = y— 5.17y', a:' = — y', x" = 7y'. 

§5. 

Untersuchung der Darstellbarkeit von Zahlen durch ternäre Formen. — Die vollständige Induction. 

33. Die Zahl m sei durch eine (primitive indefinite) ternäre Form f 
der Invarianten £2^ J darzustellen. Zunächst setze ich nur voraus, dass 
£2J^ wie hier immer, ungerade sei, m prim zu £2J und dass es sich um 
eigentliche Darstellungen handle. Um die Aufgabe zu lösen ist nach Disq. 
arithm. Art 280 und 281 ein vollständiges System von nicht äquivalenten 
binären Formen $ der Determinante Jm aufzustellen, hierauf sind alle 
eigentlichen Darstellungen jeder dieser Formen durch die adjungirte Form 
F von f zu suchen und aus jeder derselben die Darstellungen von m durch 
f abzuleiten. Hier soll nur die Möglichkeit der Darstellung erörtert werden. 

Nach Art. 16 muss die Form $ primitiv sein und in Bezug auf alle 
ungeraden Primfactoren co, J, ilv von 12, J, m den Bedingungen gentlgen 

(A.) j(^)=(^)' (t)=(t). (*)=(f); 

['ausserdem ^ = 12 (mod.4 od. 8, je nachdem m^4 od. 0, mod.8); 
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und diese Bedingungen sind auch hinreichend für die Darstellbarkeit von 
* durch F und somit auch von m durch /", wenn das Geschlecht von f 
nur eine Klasse enthält. Letzteres vorausgesetzt, fragt es sich also nur, 
ob ein Geschlecht von primitiven nicht negativen binären Formen der 
Determinante Jm existire, das den Bedingungen (A.) genügt. Dies ist in 
der That der Fall, wenn Jm = 2, 3, 5, 6, 7 (mod.8). Denn ist Jm=2 
oder 3 (mod.4), so bilden die Charaktere in Bezug auf d und fi nicht den 
Total Charakter von ^; es kommt vielmehr noch ein Charakter mod.8 oder 4 
hinzu. Da nun alle Charaktere mit Ausnahme eines einzigen willkürlich 

gewählt werden können, so kann auch, wenn (— ) = (-^) ist, den Be- 
dingungen (A.) stets genügt werden. 

Ist Jm^b (mod.8), so existiren auch uneigentlich primitive Formen 
der Determinante Jm^ welchen zusammen mit den eigentlich primitiven alle 
angebbaren Totalcharaktere zukommen. 

Ist dagegen z/w^l (mod.8), so haben eigentlich und nneigentlich 
primitive Formen denselben Complex von Totalcharakteren, und wenn man 
mit Jl^ m?2 die grössten in J und m aufgehenden Quadrate bezeichnet und 
J = J^Jlj m=s miüii setzt, so ist die Existenz eines Geschlechts von binären 
Formen $ der Determinante Jm an die Bedingung geknüpft: 



"(^)<^)=(^)=+i. 



wo die Producte sich auf alle in J^^ mi aufgehenden Primzahlen cJi, ,Ui er- 
strecken, oder wegen (A.): 

Ist m^O (mod.4), so setze man mi^m! oder 2m' ^ je nachdem iHi 
ungerade oder gerade ist, und 

dann lautet die Bedingung für die Existenz des Geschlechts von 4^: 

\J^m^y ' ' 

woraus wegen (A.) für m die Bedingung folgt: 
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Dies giebt den Satz*): 

Damit eine mit SiJ theilerfremde Zahl m durch die eigentlich primitif^e 
Farm f der Invarianten i2, J eigentlich darstellbar sei, ist, wenn das Ge- 
schlecht von f eine einzige Klasse enthält (was immer der Fall ist, wenn £2 
und J ungerade und relativ prim sind) und Jm e^ 2, 3, 5, 6, 7 (mod. 8) ist, 

nothwendig und hinreichend, dass ( -) = ( ) *^* «^ Bezug auf jeden Prim-- 

factor (o von S2; ist hingegen Jm^ 1 (mod.8) oder ^^ (modA), so kommen 
bezw. noch die Bedingungen (B.) und (B'.) hinzu, 

Ist speciell i2 = 1, so lässt sich immer eine der Zahlen ±1 durch/" 

/-4- 1 /ä' /i"\ 

darstellen und f ist daher einer Form (— ' q' q) äquivalent. 

34. Ist die durch 4 nicht theilbare, zu £2J0 theilerfremde Zahl m 
durch eine Form f der Invarianten S20, J0 darzustellen, für welche die 
in §§ 3 und 4 gemachten Voraussetzungen gelten, so sind nach dem Satze & 

m 

des Art. 32 in dem im vorigen Artikel betrachteten Geschlechte G^ von 
Formen ^ immer solche vorhanden, welche sich durch die adjungirte Form 
F von f darstellen lassen, und somit ist m immer durch f darstellbar, wenn 
ein den aufgestellten Bedingungen genügendes Geschlecht G^ überhaupt 
existirt. Hieraus ergiebt sich der in Art. 16 aufgestellte Satz ^ für solche 
Invarianten. Ist Jmzi^l (mod.8), so muss ausserdem die Bedingung (B.) 
des vorigen Artikels erfüllt sein, ist dann aber zusammen mit den übrigen 
in ^ angegebenen Bedingungen auch hinreichend. — 

35. Es darf indessen nicht übersehen werden, dass die Entwicke- 
lungen von Art. 16 an (mit Ausnahme von Art. 21 und 33) sich auf eben 
diesen Satz ^ stützen und somit auf einem Cirkelschluss beruhen würden. 
Dies kann aber durch Anwendung der vollständigen Induction vermieden 
werden, indem gezeigt wird, dass der Satz für eine Anzahl gemeinschaft- 
licher Primfactoren der Invarianten richtig ist, wenn er für jede kleinere 
Anzahl gilt. Nun wurde der Satz Sl einzig benutzt zum Nachweise der 
Auflösbarkeit der Gleichung (H".) des Art. 16 mit der Bedingung, dass zu- 
gleich die Congruenzen (13.) oder (13'.), (14.) oder (14'.), (16.) oder (16'.), 
(18.) oder (18'.) des Art. 14 stattfinden sollen (die übrigen Congruenzen 
folgen aus diesen und (II''.)), und unter der Voraussetzung, dass die Be- 
dingungen (A.), (Aci.), (A'.), u. s. w. erfüllt seien. Um denjenigen dieser 



*) Vgl. meine Inauguraldissertation, S. 30. 
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Congruenzen zu genügen, in welchen p (po) nicht vorkommt, bezeichne ich 
mit ©lü das Product derjenigen Primfactoren ö,o von 0i,j, welche in «1^2— yi«2 
aufgehen und für welche e RO^) ist, ebenso mit 6[a (02b) das Product der 
Primfactoren 0^^ (62^) von ©i« (©ae.)? welche in «1^2+^1 «2, Q^i^2+^iß2) auf- 
gehen und für welche naJe^RO^^ (aOoSoROib) ist, und setze 

^lU — ^10^10) ^\a — ^\a^\a9 ^26 — ^2b^2b9 ^l ~ ^\a^2b^2* 

Dann bleiben nebst denjenigen für /? (p,,) folgende Congruenzen zu erfllUen: 
(q.) q = zq'2 (mod.©'J, q'.'^&^z^'q'^ (mod.©;,), ^1' ^ (mod.©;;,), 

wo a und ä" (mod.©!« und ©i,, bezw.) durch die Congruenzen bestimmt sind: 

a = (mod.ö;,) 
oder 



[a'a, «2 - «^'1/2 + l^(ayi + a'a'i) (ayl + «'«2)] « 

^ («iy2+yi«2)aAcß2'cßia©ra©;; (mod,ö;j, 
je nachdem der Primfactor B[^ von ©',« in ^^^2+71^2 aufgeht oder nicht, und 

«" = (mod.ö;,) 
oder 



^ [a:ß^ß2-a:^,(f,+ \Xa:^]+a:ß'iXa:^l+^^^ (mod.(y2*), 

je nachdem der Primfactor öi^ von ©i^ in A ^2 +^1/^2 aufgeht oder nicht 
Um den Congruenzen (q.) zu entsprechen, setze ich weiter: 

9 = ®lfl 92 + ^5^2, 5^1 = ©10 (» ?2 + ©2692), 

wodurch die Form F(9, q[^ q'i) in (II".) übergeht in ©'10^2(5^2, ji, jj'), wo Fj 
eine primitive Form der Invarianten 



'21) 



ist, welche keine kubischen Theiler besitzen und deren grösster gemein- 
schafticher Theiler ©i„ zu den übrigen Factoren relativ prim ist. 

Dass die Bedingungen (m) des Satzes % für die Darstellbarkeit der 
Zahl m^n,,n7,Aa^lap\-o durch die Form &lQlo®laF2{q2, q2, q'^ alle er- 
füllt sind, wenn es die Bedingungen (A.), (A'.), u. s. w. sind und die Zahlen 
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P» ^9 ^9 ?" ^^^ Congruenzen (13.), (13'.), u. s. w. gemäss bestimmt werden 
wurde schon früher erörtert. 

Besitzt daher ©i^ weniger Primfactoren als ©, so ist nach Voraus- 
setzung der Satz Sl für die Gleichung (ir'.) gültig. Dies ist aber der Fall, 
ausgenommen, wenn ©2 = 1) ©lo = 1 ist. Nun ist zu bemerken, dass, wenn 
der Primfactor B^ von ©i Grundfactor des Geschlechts G ist, es freisteht, 
$1 In ©10 oder in Q^a aufzunehmen, weil alsdann für B^ die Bedingungen 
(A.) und (A'.) gleichbedeutend sind. Man kann also die Anzahl der Prim- 
factoren in ©1^ immer kleiner als diejenige in ©i machen, wenn Grund- 
factoren in ©1 überhaupt vorhanden sind. Ist dies jedoch nicht der Fall, 
so kommt auf die Wahl von £ nichts an, weil dann die Bedingung (A.) 
oder (A'.) bei jedem e für jeden Primfactor von ®i sich erfüllen lässt, 
weshalb man i2i^i2^ = ^lyz/jo = 1 annehmen kann, so dass i2,e,i22& = *ß^ 
^\a^2a = ^ wird und Fj die Invarianten ©i, jQz/Oj hat (02 = ©^ = 1). 

Es fragt sich daher (wenn man i2z/ kurz wieder mit /1 bezeichnet), 
ob der Satz 31 richtig sei für Formen /i der Invarianten ©i, z/0i. Um dies 
zu entscheiden, kann man sich f^ wieder aus einer Form f der Invarianten 
1, JQ^ durch eine Substitution der Determinante Q^ entstanden denken. 

Eine solche Form f lässt sich aber nach Art. 33 in (.' ' J, a = ±1, 

transformirt voraussetzen. Dann wird 

„ _ (adQ,, -aa'\ --aa^ 
\ ah, 0, / 

und die Gleichung (H".) lautet jetzt, wenn a = JQdl gesetzt und ^lo^w = 1 
angenommen wird: 

Hier ist nur der Fall zu betrachten , in welchem ©i = 0,„ ist und 
keine Grundfactoren vorhanden sind. Bezeichnet &l wieder das Product 
deijenigen Primfactoren von ©i, welche in «1^2+^1 «2 aufgehen und für 
welche a'ao€,R0[' (d. h. aa'a^R&l) ist, so kann ^' = (mod.©") sein und 
wenn man setzt: 

0i = ©;©n q'^^OUu 
so geht die vorige Gleichung über in 

q'j^oa^ &;{aJ0\p\+a!;&;q? + a^0[q?-'2bq[q';) = &;F,{p,, q[, q['), 
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WO Fl eine eigentlich primitive indefinite Form der theilerfremden Invarianten 
0[J, 0[' ist. Es muss also zunächst —aaR&i sein, welche Bedingung mit 
der Voraussetzung aa!alR&i vermöge der Congruenz a'ai^—a (mod.öi) 
identisch ist. Sodann muss q der Congruenz (15.) oder . der ersten Con- 
gruenz (14'.) des Art. 14 genügen, was zur Bedingung (A'.) führt, die der 
Voraussetzung nach erfüllt ist und mit Rücksicht auf eben jene Congruenz 
mit der einen Bedingung der Darstellbarkeit (q^+oa)aiR0[ übereinstimmt 
Die übrig bleibende Bedingung (jq^+aa)a!lRJ lässt sich offenbar immer er- 
füllen, ausgenommen für den Primfactor 3, sofern er in J vorkommt und 
zugleich oa^—ali^2 (mod.3) ist, in welchem Falle wie in Art. 11 zu 
verfahren, nämlich ^f^+l, ^1^0 (mod.3) zu setzen ist. 
Hiermit ist der geforderte Nachweis geliefert. 



183 



Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen 
Gesellschaft zu Leipzig fftr das Jahr 1898. 



1/a die von Poisson, Green, Gauss ^ Dirichlet u. A. gegebene Theorie der dem 
NewionacliQn Gesetze entsprechenden Kräfte einen der wichtigsten Theile der ganzen 
mathematischen Physik repräsentirt, andererseits aber die absolute Gültigkeit des Newton- 
schen Gesetzes (namentlich für sehr kleine und sehr grosse Entfernungen) mancherlei 
Bedenken ausgesetzt ist, so liegt der Gedanke nahe, die Theorie der Fem Wirkungen in 
grösserer Allgemeinheit zu entwickeln und dabei, neben dem Newionschen^ auch andere 
Gesetze der Fernwirkung in Betracht zu ziehen. 

. Ein solcher Versuch ist schon im Jahre 1832 von Green gemacht worden in 
seinen Mathematical Investigations concerning the Laws of the Equilibrium of Fluids 

analogous to the Electric Fluid*). Statt der Newionschen Kräfte vom Gesetze —^ wer- 
den dort ganz allgemein Kräfte vom Gesetz —^ in Betracht gezogen. Doch zeigen sich 

in jener ebenso wichtigen wie scharfsinnigen Abhandlung mancherlei Lücken und Un- 
klarheiten, auf welche Green zum Theil schon selbst aufmerksam gemacht hat. Auch 
sind daselbst gewisse Aufgaben (wie z. B. die Aufgabe der elektrischen Yertheilung in 
einem EUipsoid oder in einer Kreisscheibe) nur ganz beiläufig besprochen worden. Dem- 
gemäss wünscht die Gesellschaft 

eine wirkliche Lösung dieser von Green in seiner Abhandlung 
nur angedeuteten Aufgaben, so wie auch die Ausfüllung und Auf- 
klärung der in der genannten Schrift vorhandenen Lücken und 
Dunkelheiten. 

Preis 1000 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft 
im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, in 
deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich 



•) Transactions of the Cambridge Philos. Society 1833, wieder abgedruckt in den 
Mathematical Papers of G, Green, p. 117 — 183. 
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geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem ver- 
siegelten Umschlage begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit 
trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungs- 
schrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die 
Arbeit für den Fall, dass sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die 
Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und 
die Zusendung ist an den Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1895 Geh. Bergrath 
Professor Dr. F. Zirkel, Thalstrasse Nr. 33) zu richten. Die Resultate der Prüfung der 
eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des 
folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigen- 
thum der Gesellschaft. 
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Zur simultanen Transformation quadratischer 

Differentialformen. 

(Von Herrn 7. Knoblauch,) 



1. 

Wer jemals flächentheoretische Untersuchungen angestellt hat, kennt 
die Weitläufigkeiten, in welche man geräth, sobald man über das Gebiet 
der gewöhnlichen Krttmmungstheorie hinausgeht. Sie bestehen hauptsäch- 
lich darin, dass auch bei der Herleitung solcher Ergebnisse, welche ihrer 
Natur nach einen invarianten Charakter tragen, d. h. von der Wahl der 
krummlinigen Coordinaten unabhängig sein müssen. Ausdrücke sich ein- 
mischen, die diesen Charakter nicht aufweisen und von denen sich auch 
nicht von vornherein übersehen lässt, in welcher Weise sie sich schliesslich 
zu Invarianten gruppiren werden. Wenn es sich um Untersuchungen 
handelt, welche nur an eine der beiden in der Flächentheorie auftretenden 
quadratischen Differentialformen, das Quadrat des Linienelements, anknüpfen, 
so wird diesem Mangel durch Einführung der von mir mit bezeichneten 
Covariante (vgl. dieses Journal Bd. 111, S. 282) und der aus ihr nach dem 
Christoff'ekchen Verfahren abzuleitenden Formen so weit abgeholfen, wie es 
der Natur der Sache nach möglich ist. Diese Covariante dürfte sich Jedem 
dargeboten haben, welcher sich mit Untersuchungen der in Rede stehenden 
Art beschäftigt hat; allein das Verdienst, die mit einer quadratischen Diffe- 
rentialform beliebig vieler Variablen zusammenhängenden „covarianten und 
Contravarianten Derivationen" in einer Reihe von Abhandlungen ausführlich 
erörtert zu haben, gebührt vor allem G. Ricci,*) Es erscheint merkwürdig, 
dass die zweite für die Flächentheorie fundamentale quadratische Differen- 
tialform, das Product der Normalkrümmung mit dem Quadrat des Linien- 
elements, hierbei fast gänzlich ausser Betracht geblieben, und dass uament- 



*) Vgl. die Anmerkung am Schlüsse dieser Abhandlung. 
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lieh die so vielfaeh behandelte simultane Transformation zweier quadratischen 
Formen in Quadratsummen linearer Formen, wenigstens für nicht speciali- 
sirte Variable in der Theorie der DifPerentialformen immer nur gestreift 
worden ist. Jedenfalls findet dieser Umstand darin seine Erklärung, dass 
die meisten Aufgaben, welche sich die Flächentheorie in den letzten Jahr- 
zehnten gestellt hat, an die Theorie der Abwickelung sich angeschlossen 
haben. Die vorliegende Note hat lediglich den Zweck, in der angegebenen 
Hinsicht eine frühere Arbeit (dieses Journal Bd. 111, S. 329) zu ergänzen 
und die Grundlage der daselbst entwickelten Formeln von einem allge- 
meineren Gesichtspunkte aus zu beleuchten. Während dort, den eingangs 
gemachten Bemerkungen entsprechend, eine möglichst übersichtliche Dar- 
stellung der verschiedenen Differentialparameter angestrebt wurde, bildet hier, 
wenn man will, umgekehrt die Darstellung der zu den Grundformen A, B 
gehörigen Differentialparameter erster Ordnung in der a. a. 0. S. 338 (Glei- 
chungen (3.) und (4.) für ip = (f) angegebenen Gestalt den Ausgangspunkt. 

Die Ergebnisse einer solchen simultanen Betrachtung zweier quadra- 
tischen Differentialformen sind, auch abgesehen von ihrer geometrischen 
Bedeutung im binären Gebiete, von wesentlich anderer Form als die, welche 
unter Zugrundelegung einer einzigen Form erhalten werden. Im letzteren 
Falle lässt sich nämlich aus den Coefficienten der Form und den ersten 
Ableitungen einer willkürlichen Function der n Veränderlichen nur ein 
Ausdruck, der Differentialparameter erster Ordnung, bilden, welchem die 
Covarianteneigenschaft zukommt; im ersteren Falle dagegen existiren deren 
n, sodass alle Differentiationen durch covariante Operationen vertreten wer- 
den können.*) 

Durch die Coefficienten der bei der simultanen Transformation von 
A und B auftretenden linearen Formen und ihre Ableitungen lassen sich 
namentlich die geodätischen Krümmungen der Krümmungslinien in sehr 
einfacher Weise ausdrücken. Um die analytische Bedeutung der Einführung 
dieser Coefficienten zu erkennen, hat man sich zu erinnern, dass die beiden 
„Invarianten zweiter Ordnung" der Fläche, nämlich die Hauptkrttmmungen, 
durch eine quadratische Gleichung bestimmt werden, deren Coefficienten ans 
den Fnndamentalgrössen erster und zweiter Ordnung rational zusammen- 
gesetzt sind. Dabei sind die Fundamentalgrössen erster Ordnung, die Cpef- 



*) Vgl. dio AnmerkuDg am Schlüsse dieser Abhandlung. 
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ficienten der Differentialform A, ganze Functionen der ersten Ableitungen 
der Cartesischen nach den krummlinigen Coordinaten, die Grössen zweiter 
Ordnung ebensolche Functionen der ersten und zweiten Ableitungen, dividirt 
durch die Quadratwurzel aus der Determinante von A. Die Adjunction der 
Quadratwurzel aus der Discriminante jener quadratischen Gleichung ge- 
stattet, ihre Wurzeln von einander zu trennen. Es kommt nun, wie leicht 
zu sehen (§ IV), die Einführung der Grössenverbindungen , welche bei der 
simultanen Transformation auftreten, auf die Erweiterung des Rationalitäts- 
bereichs durch Hinzunahme einer ferneren Quadratwurzel hinaus. 

IL 

Man kann die Ergebnisse der Theorie der linearen Transformationen 
zu einem grossen Theil in sehr einfacher Form aussprechen, wenn man die 
Begriffe der Cogredienz und der Contragredienz von Variablensystemen in 
etwas allgemeinerer Bedeutung anwendet, als es gewöhnlich zu geschehen 
pflegt. Zwei Grössensysteme fi, ..., |„; fl, ..., 11 seien durch die Glei- 
chungen einer homogenen linearen Transformation 

n 

(1.) S'x = 2!Si^xi a-i, .... n) 

verbunden, deren Determinante 

(2.) M = s 

(A, i = 1, . . . , II) 

gesetzt werden soll. Die yj Combinationen der Zahlen 1, ,.., ^ zu je 
m sollen in eine bestimmte Reihenfolge gebracht, also den Zahlen 

eindeutig zugeordnet sein. Wenn dann die Combination (ti, . . ., O in dieser 
Reihe an tter, die Combination (Ai, . . ., /r^) an kter Stelle steht, so soll die 
Determinante mten Grades, welche die den Zeilen f\, ..., t^ und den 
Colonnen Aj, ..., k,„ gemeinsamen Elemente von s enthält, mit «fr^ be- 
zeichnet werden, sodass 

(3.) s^ü'' = |*«^| 

ZU setzen ist. Ein System von (J^j Grössen, l}'"^ ..., |Ä, soll nun dem 

Grössensystem fj, ..., S^ in der mten Ordnung cogredient heissen, wenn 

24 • 
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zwischen jenen Grössen und ihren transformirten die Gleichungen 

C) 

(4.) ^r' = l^r^B^^ 0=*^ ..•'(;)) 

stattfinden; dagegen soll das System icj'"^ . . ., a?5;l als den Grössen f„ ..., f, 

\fn) 

in der mten Ordnung contragredient bezeichnet werden, wenn es mit seinem 
transformirten durch die Relationen 

Cm) 

(5.) (tw = £^xru^^ 0=»^.. •»(;;.)) 

verbunden ist. 

Bestehen ferner zwischen einem „System /' und seinem transformirten 
die Gleichungen 

(6.) yw-, = ^Yi,^^\fr-^Uy 0- •••' ^- ' (m)) 

und zwischen einem System g und seinem transformirten die folgenden: 

(7.) 9i,^ir = -2'gf;,^;^«j[-\..*J;;), (*., .... *,=!.....(;)) 

80 soll das System y dem System § r-fach in der mten Ordnung cogredient, 
das System g diesem System r-fach in der mten Ordnung contragredient 
heissen. Die Grössen / und g, welchen eigentlich noch ein Index m bei- 
zufügen wäre, können allgemein als einander contragredient bezeichnet 
werden. 

Mit Hülfe dieser Benennungen kann man z. B. den Inhalt der Trans- 
formationsgleichungen für die Coefficienten einer r-fach linearen Form, 
unter Voraussetzung der Transformation (1.), dahin aussprechen, dass diese 
Coefficienten den Grössen S r-fach (in der ersten Ordnung) contragredient 
sind. — Die Annahmen m = 1, r = 1 ergeben die Cogredienz und die Contra- 
gredienz im gewöhnlichen Sinne des Wortes ; für m == 1 soll die Angabe 
der Ordnung und die Setzung des Index m unterbleiben. 

Die zwischen zwei contragredienten Systemen von je (**) Grössen 
und ihren transformirten geltende Formel 

(8-) ^9ii^,ir7h^ir ~ ^9Xi^kr7Xi^9 

welche leicht verallgemeinert werden könnte, ist die Quelle einer groBsen 
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Anzahl invariantentheoretischer Resultate. Z. B. entspringt aas ihr die 
Theorie der simultanen Invarianten zweier quadratischen Formen, für Diffe- 
rentialformen speciell die Theorie der Differentialparameter. 

Es seien jetzt, unter der Voraussetzung m = 1, n Grössensysteme 

angenommen, deren jedes dem System $ contragredient ist, und welche da- 
her von vornherein als Systeme der Coefficienten von n^ in den Variablen 
f], . • ., f« linearen Formen betrachtet werden können. D. h. es mögen die 
Gleichungen 

n 
(9.) P^< = JSpllSu «=1, ...,n) 

für 1^ = 1, . . ., n bestehen. Zwischen den Determinanten 

(v, i=l, ..., n) (y, A = 1, ..., n) 

findet die Gleichung 

(10.) p = p', 

statt Die Einführung der Unterdeterminanten mten Grades von p und p', 
welche denen von s (GL (3.)) entsprechend bezeichnet werden sollen, giebt 

Veranlassung zur Entstehung von (") Systemen, welche dem System S in 

der ifiten Ordnung contragredient sind. Denn es gelten die Formeln 

(") 
(11.) P'^' = Ipl-MT' 0=^ O) 

für « = !,...,(;). 

In diesen werde nun speciell m = n—l genommen, und die entstehende 
Gleichung in der Gestalt 

(12.) (-i)'-^pr'^ = i(-i)''-^^p:r'>.(-i)*+'*r'> (;:;::::;:) 

geschrieben. Ist die Anordnung der Zahlen 1, . . ., n zu je n— 1 so ge- 
troffen, dass die Combination (1, ..., «—1, 0+I9 •••) *») an ater Stelle steht, 
so sind die in (12.) auftretenden Determinanten die den Elementen 



Pyi9 Pyl9 *2i 



in den Schematen von 



s 



i 
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adjangirten Unterdeterminanten. Es werde noch 



(13.) 






(o, y9 = ii ..., «) 



(_!)-+/. J-^ = n^ß 



gesetzt and die analoge Bezeichnung auch auf die aas p* entstehenden 
Determinanten angewendet. Dann folgt aas (12.) darch Division mit (10.): 

(14.) n^i=kKxo. (;:i: :::::) 

oder 

(15.) Kx = i^H^io (Ul:;::::) 

d. h. die darch die Gleichung (12.) repräsentirten n Contragredienzen («— l)-ter 
Ordnung führen nach Division mit p = p's auf ebensoviele Cogredienzen 
erster Ordnung. 

Fügt man den n contragredienten Systemen p^^ ein (n+l)-te8 hinzu, 
welches einfach mit Pi (t = 1, . . ., n) bezeichnet werden soll, setzt also 

n 

(16.) Pi = lipisuy (<=!,...,») 



A=l 



80 folgt aus der Formel (8.): 



n n 



(17.) 2Pi^yi = 2Px'^vX' ^»'^^ "> 

Es bedarf kaum der Erinnerung, dass, von der allgemeinen Theorie 
der cogredienten und contragredienten Systeme abgesehen, die Herleitung 
dieser Relationen nichts weiter erfordert als die Gleichung (10.) und die n 
analogen, welche aus ihr hervorgehen, wenn man in der Determinante p 
die Elemente 

der Reihe nach durch 

Pu • • «1 Pn 

ersetzt. 

III. 
Die simultane UeberfÜhrung zweier quadratischen Formen 

A = ^öttf.ft 

I,* 
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in algebraische Summen von je n Quadraten reducirt die Theorie dieser 
Formen, unter Adjunetion der Wurzeln einer Gleichung nten Grades, auf 
die eines Systems linearer Formen, deren Coefficienten durch quadratische 
Gleichungen bestimmt werden. Sie veranlasst daher die Einführung von n 
solchen Grössensystemen p^. (v = 1, ...,«), wie sie eben benutzt worden 
sind. Die Determinanten der (reell angenommenen) Coefficienten von A und B, 

(i, k = l, ..., n) (•» * = h ...» w) 

seien von Null verschieden, die Form A beständig positiv; dann kann 
man setzen 



(2.) 






B = £r,%, 

wo ?ßi, ..., Sß^ lineare Formen, ri, ..., r„ die reellen, von Null verschie- 
denen und als ungleich vorausgesetzten Wurzeln der Gleichung 

(3.) f(r) ^ |ra<t— fefti = Cs * = i. ..., «) 

bedeuten. Bei Anwendung der im § II eingeführten Bezeichnungen würde 
sich beispielsweise der elementare Beweis für die Covarianz der Formen 

(4.) % = JlPriSi, (y=l, ...,n) 

1=1 

wenn von den Jaco6tschen Ausdrücken für ?ßi, . . . , ^l ausgegangen wird, 
folgendermassen darstellen. Bezeichnet 

/'(r)rt (i, t = l, .... n) 

diejenige Unterdeterminante erster Ordnung von /"(r), welche dem Element 
roa—bn adjungirt ist, A, die halbe partielle Ableitung von A nach §{, so ist 

(5.) % = -£-^^A.A,. 

Bei einer linearen Transformation von A und B wird 

(6.) a = a's\ 

und die Unterdeterminanten wten Grades von a werden den Variablen S 
zweifach in der mten Ordnung contragredient: 

(7.) a^T' = ^a[^;:''s[fs^;i^. (. *= i, ..., (*)) 

0'/^=' (:)) 

Wendet man dies für m = n—1 auf die Unterdeterminanten von f(r) an, in 
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welchen r irgend eine Constante oder simultane Invariante der quadratischen 
Formen A, B bezeichnet, und dividirt die entstehende Gleichung durch (6.), 
so entsteht aus der zweifachen Contragredienz (it— l)-ter Ordnung die zwei- 
fache Cogredienz erster Ordnung 

Qo.j = -Ä jf — OiiO^j^. (i, * = i, .... ") 

(i, fi = U ,,,, n) 

Im Besonderen kann man r = ry setzen und erhält dann durch Division mit 
der Invariante 



(r,-r,)...(r^-r^_i)(r^-r^+,)...(ry-rO = 



a 



und Auflösung: 

rQ\ f(rryX/i ^ y f(ry)ik fl,H = l *^ 

^^') f^^r,) $ reo '•''*• ^ .=!....,»; 

Nun sind ferner die partiellen Ableitungen von A nach den Variablen diesen 
contragredient , ihre Producte mithin den Veränderlichen zweifach contra- 
gredient; hieraus folgt durch Anwendung der Formel II (8.): 

Bei passender gegenseitiger Zuordnung der in den Coefficienten p^^ und 
p^^i vorkommenden Quadratwurzelwerthe wird dann auch 

(10.) % = %, (. = !....,-) 

d. h. die Coefficienten genügen den Transformationsgleichungen II (9.). 

Es seien nun speciell die beiden gegebenen quadratischen Formen 
Differentialformen, d. h. es werde, für tii, . . ., u^ als unabhängige Variable, 

(11.) l^du,, ^[ = du\, 

gesetzt. Die Coefficienten a^jt, 6a. der beiden Formen und die aus ihnen 
zusammengesetzten Grössen p^, sind Functionen von tii, ..., ti»^ die trans- 
formirten Grössen Functionen von u\^ . . ., wl. Die im § II mit $ bezeichnete 
lineare Form sei hier das Differential einer willkürlichen Function q>(ui^ . . ., «0» 

welche bei der Transformation zu den Variablen tii, ...,fi^ in 9>(t«l, •..,tO 
tibergehen möge. Die Formel II (17.) liefert dann: 

(13.) i^..|^ = i<i^. '^-' •> 



i—\ 



dui - 1% "^dux' 
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eine Gleichung, welche für 




(14.) 




in der Form 




(15.) 


Oy(P = 



= 0^(p C»'=l n) 



iyy(p (K = l, ...,n) 

geschrieben werden kann. Sie besagt, dass unter der Annahme der gleich- 
zeitigen Transformation zweier quadratischen Dlflferentialformen die n Diffe- 
rentiationen einer willkürlichen Function nach den Variablen durch eben- 
soviele covariante Operationen ersetzt werden können. 

Von den mannigfachen Folgerungen, welche hieraus, auch für die 
Theorie der Differentialparameter, gezogen werden können, soll nur eine 
hervorgehoben werden. Aus der Voraussetzung, dass bei der Bildung der 
höheren Ableitungen von (p die Reihenfolge der Differentiationen gleichgültig 
sei, ergiebt sich für 

(16.) 0,0,7) =-- 0acp 

die Gleichung 

(17.) 0„(f-6,,(p = ZPiKrOy^r, ^'•^=* "> 



1=1 



in welcher 



(18.) ;>,,.. = ^^^p.,Z\n,^.-Q^^-^ -^""^^-d^J 



gesetzt ist. Sie lässt den Schluss auf die Invarianten-Eigenschaft der 
Grössen p^^y zu, welche auch wieder leicht auf directem Wege nachgewiesen 
werden kann. Aus den Gleichungen II (14.) ergeben sich nämlich unmittel- 
bar die n Grössen 

M=i ^ cu^ ** oVfj y 

für jedes Werthepaar (i, k) als den Grössen ^* cogredient; woraus mit Hin- 
zunahme der Transformationsgleichungen II (9.) auf Grund der Formel II (8.) 
die Relationen 

Pikv = P[k,r 0, *,,' = ! n) 

hervorgehen. 

Die Anzahl der in Rede stehenden Invarianten ist, wenn je zwei 
bloss durch das Vorzeichen unterschiedene Grössen nur einmal gezählt 

werden, gleich ^* [^ • Mit Hülfe der Grundformeln der Determinanten- 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 3. 25 
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theorie lassen sie sich in die Gestalt 

(19.) pa,v = ^(jin^i^-^kx^if^-^ 

(A^ /i =» 1, . . . , n) 

setzen, wo noch für die Determinanten zweiten Grades der Grössen n Deter- 
minanten («— 2)-ten Grades der Grössen p eingeführt werden könnten. 

IV. 

In dem für die Flächentheorie wichtigen Falle it = 2 bieten sich 
bemerkenswerthe Vereinfachungen dar. Zunächst können die Grössen $^, 
deren Anzahl hier gleich der der gegebenen quadratischen Differentialformen 
ist, unmittelbar durch diese dargestellt werden, ohne dass es des Durch- 
ganges durch die Jaco&tschen Ausdrücke bedarf. Denn aus den Gleichungen 

folgt 

<ß2 ^ B-r,A 



(2.) 






r, — rj 

Zar präcisen Definition der Ausdrücke 0,^), Ottp ist eine Reihe von Vor- 
aussetzungen erforderlich, welche zum Theil im Vorhergehenden hereits 
angegeben sind. Sie beziehen sich der Mehrzahl nach auf eine Begrenzung 
des Bereiches der krummlinigen Coordinaten. Die unabhängigen Variablen, 
durch welche die Fläche ursprtlnglich dargestellt wird, seien u, v, die trans- 
formirten u', t» , und zwar sei die Bezeichnung so gewählt, dass die Func- 
tionaldeterminante 

(3.) j^ip^-^^ 

ist; dann gilt die Gleichung 

(4.) i~a = J.i~i. 

Hierbei sind unter Sa und ^la die positiven Werthe der Quadratwurzeln aus 
den Determinanten von A und A' verstanden; dasselbe soll, wo nichts 
anderes bemerkt wird, von den sonst noch vorkommenden Quadratwurzeln 
gelten. Von den Hauptkrümmungen r^, r^ sei — unter Ausschluss der 
Kreispunkte — die erste die grössere: 

(5.) Ti > Tj. 
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Die Parameter der Krttmmangsliüien der Fläche sollen mit p^ 9 derart 
bezeichnet sein, dass zu 9 = const. die Haaptkrümmnng r^ gehört; die auf 
p^ q bezüglichen Werthe der Fnndamentalgrössen and der aas ihnen za- 
sammengesetzten Ausdrücke werden durch HinzufUgung eines Sterns charak- 
terisirt Selbstverständlich gilt hier ebenfalls die über das Zeichen der 
Functionaldeterminante getroffene Festsetzung, in der Form 

Die Werthe der Coefficienten in den linearen Differentialformen 
,g. f ^i = Pudu+p,^df>, 

1 $2 = pndu+p22de 

ergeben sich durch Substitution der Ausdrücke von A und B in die Glei- 
chungen (2.). Man erhält zunächst 



(7.) % = ]/ \~y' du+ i-^f^ dt 

auf Grund der im § III mit f(r) = bezeichneten Gleichung, deren Wurzeln 

die Invarianten ri, rj sind. Dabei kann }^ri— r2, wenn man diese Wurzel- 
grSsse absondern will, als positiv vorausgesetzt werden; von den beiden 

anderen Wurzelwerthen bleibt der eine, etwa fb^r-o^2^ willkürlich, während 
der andere mit diesem durch die Gleichung 

verbunden ist. Vermöge der Covarianz von $1 besteht die Gleichung 

Pndu+pi2df> = Pndp + pl^dq 
bei passender Bestimmung von pn, oder, da 

(9.) Pn = l^i, p\2=-0 

ist, bei passender Wahl von Vau. Es empfiehlt sich, diesen Werth ein für 
allemal zu fixiren und der allgemeinen Bestimmung gemäss positiv zu 

setzen. Dann lässt sich also der Werth von Vfin—ajirj und damit auch der 

von 1^622—022^2 so wählen, dass für 

die Gleichung 

(11.) Pndu+Pi2dv = Val^dp 

stattfindet 

25* 
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Für die lineare Differentialform* % würde Entsprechendes gelten. 
Man erhält 



(12.) 9^, = }f<^y_^u rf^ 4- 1^«»»!V2.^» rfr 

and kann, solange nicht die Covarianz von ^ aasdriicklich in Betracht 

gezogen wird, den einen Wurzelwerth, Vo^^iv-^j willkürlich lassen, während 
der zweite nach Annahme des ersten durch die Relation 

(13.) y(h2ri—bz2}^anri-bn = a^rx—bn 

fixirt wird. 

Es lassen sich jedoch die Coefficienten von ^ noch zu denen von 
$1 in eindeutige Beziehung setzen. Aus den Gleichungen 

% = %, 

A = A' 

folgt nämlich durch Bildung der Fnnctionaldeterminante in Bezng anf die 
Differentiale nnd Division mit (4.) die Gleichung 

(14.) />„C^„ A) = .D„(^:, A') 

für 

2 
(15.) Ai(^i, A) = -7r-[(ai2pH-OiiPi2)rfw+(a22Pii-ai2Pi2)rft?]; 

ya 

und zwar gilt diese Co Varianten- Gleichung bei passender Wahl entweder 
der in pu, f?i2 oder der in pa, p[i zunächst unbestimmt bleibenden Wurzel- 
grösse. Im besonderen ergiebt sich, wenn für u\ f> die Parameter der 
Krümmungslinien genommen und von der Relation (11.) in Verbindung mit 

ausgegangen wird: 

(16.) -]=r[{a,2Pxi-anPv^du + {a22Pn'-'<^i2Pvi)df>\ = ia^^dq, 

ya 

wo \^2 den positiven Werth der Quadratwurzel bezeichnet. Andererseits 
lehrt eine einfache Rechnung, dass 

(17.) {hDa{%. A))^ = % 

ist. Demnach können die Coefficienten von Sßj durch den Ansatz 

(18.) —p- («12^11— önPl'i) =^21, ^^(«22^11 — 012^12) =1^22 

\a \a 
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nicht nur eindeutig, sondern auch so bestimmt werden, dass die der Gleichung 
(11.) entsprechende: 

(19.) p2idu+pndt = ]^dq 

besteht 

Unter Voraussetzung der Definition von psi, P22 durch die Gleichungen 
(18.), welche auch in der Gestalt 

(18\) -^ (—0121^21 + «22^22) = Pll, —J=- (— O22P21 + O12P22) = Pl2 

geschrieben werden können, gilt die Formel 

(20.) P11P22-P12P21 = Vä. 

Diesen Gleichungen lassen sich andere an die Seite setzen, welche durch 
Zusammenstellung von % und B zu einer Functionaldeterminante entstehen. 
Doch sollen sie ebensowenig wie die übrigen bei der Anwendung von 0i(p 
und 02^ gebrauchten Formeln hier entwickelt werden. 

Was nun diese Ausdrücke selbst betrifft, so kommt hier, wo man 
bei der Bestimmung der Determinanten 71^, auf die Grössen pj^^ selbst zu- 
rückgeführt wird, bei deren Definition immer nur eine der Formen ^y in 
Betracht, und es bedürfte zu ihrer Einführung lediglich der Bildung der 
Functionaldeterminante von d(p einerseits und $1 oder $2 andererseits; wie 
ja überhaupt in der Formentheorie für « = 2 die Bildung einer Functional- 
determinante, soweit sie nicht singulare Ergebnisse liefert, häufig geeignet 
ist allgemeinere Operationen zu ersetzen. Man erhält 



(21.) 






Um zu den a. a. 0. (S. 334 (8.)) angewandten Bezeichnungen überzugehen, 
hätte man zu setzen 



(22.) 



— — "1? 



-^=r„ 



- ^- = «2, -^ = V,. 



V'ä ■ " fa 

Pl?_ - „ A 

ya \a 

Die aas der Covarianz von 0,^, 029> in Verbindang mit den Gleichangen 
(9.) und 

(23.) JBJ, = 0, ;>« = ]/ö^ 






ptir 



15' 



• 6 lÖ «>* •"" 







cowo" 'Ta^^^ 



^^ . Are geaW-^®* , .e 4«^ ^ 
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Ueber das Vorzeichen der Tangential- oder geodätischen Krttmmong, 
hinsichtlich dessen in den verschiedenen flächentheoretischen Arbeiten keine 
Uebereinstimmnng besteht, sei noch eine Bemerkung gestattet. Man definirt 
gewöhnlich die Tangentialkrttmmang als die Projection der ersten Krttm- 
mang der Cnrve auf die Tangentialebene der Fläche; und zwar mit posi- 
tivem oder negativem Zeichen genommen, je nachdem die vom Curvenpunkte 
nach der Projection des Krttmmungsmittelpunkts gehende Richtung mit der 
positiven oder negativen Richtung der in der Tangentialebene gelegenen 
Curvennormale zusammenfällt. Hat man nun ein Princip des Fortganges 
auf der Curve willkürlich festgesetzt und dadurch die positive Richtung der 
Tangente fixirt, so kann man die Richtung in der Tangentialebene, welche 
zur Bestimmung des Vorzeichens der Tangentialkrümmung erfordert wird, 
dadurch festlegen, dass man die positiven Richtungen der Tangente, der in 
Rede stehenden Normale und der Flächennormale (deren Richtung ein fllr 
allemal fixirt ist) in bestimmter Reihenfolge den positiven Richtungen der 
Axen Xy y, z entsprechen lässt. Handelt es sich jetzt gleichzeitig um zwei 
auf einander senkrechte Curven , welche als Coordinatenlinien f> = const.^ 
u = const. betrachtet werden sollen , und wählt man das Fortgangsprincip 
für beide Curven entsprechend (z. B. im Sinne rfii > für die erste, rft? > 
für die zweite Coordinatenlinie), so geht der Ausdruck von g^ aus dem von 
g^ durch Vertauschung von u mit t?, an mit 022 und Umkehrung des Vor- 
zeichens hervor. Dagegen ist die Zeichenänderung nicht erforderlich, wenn 
zunächst für eine beliebige Curve 

(p(u, v) = const. 
ein bestimmter, d. h. mit einem bestimmten Vorzeichen behafteter analytischer 
Ausdruck abgeleitet, und dieser dann für beliebige Curven zur Definition der 
geodätischen Krümmung verwendet wird. Man kann diesen Ausdruck (unter 
Benutzung der a. a. O. S. 282 eingeführten Bezeichnungen) z. B. in die Form 

(6.) g, = -AC*!^ 

setzen. 

Die zweite Definitionsweise ist in mehrfacher Hinsicht der ersten 
vorzuziehen. — Für die Krümmungscurven im besonderen werden die Aus- 
drücke von g^ und ^2 in der obigen Form erhalten, wenn man die positiven 
Richtungen ihrer Tangenten, 

«1 ^=: (Xi Fl Zi), Hi '^EE (X2 1^2 Z2), 
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durch die Gleichungen 

(7.) (X, = e,x, ... 

definirt und dann 112 und Hi als positive Richtungen der in der Tangential- 
ebene gelegenen Normalen der ersten und der zweiten Erlimmungslinie 
auffasst. Die positive Flächennormale wird, wie immer, durch die Ausdrücke 
ihrer Richtungscosinus 

(8.) X = DXy, ä), ... 

gegeben. Unter diesen Voraussetzungen ist dann noch 

(9.) X, Y2 Z2 - +1 

X Y Z 

oder für (XYZ') = n 

(10.) («i, «2, n) f^ (x, y, z) 

-^ da hierfür nur das Bestehen der Gleichung IV. (20.) erfordert wird — , 
und es gelten die a. a. 0. S. 341—342 angegebenen Formeln. 

Anmerkung zu S. 185. Ich benutze diese Gelegenheit, um hin- 
sichtlich einiger Schlüsse, welche ich in der erwähnten (zum Theil mehrere 
Jahre vor der Datirung niedergeschriebenen) Abhandlung benutzt habe, die 
Priorität der Publicatiou von Seiten Atccis ausdrücklich hervorzuheben. 
Diese Schlüsse als solche spielen übrigens a. a. O. eine nebensächliche Rolle: 
Es kam mir darauf an, für die Covarianz der Form einen von den 
Christo^ekchen Relationen unabhängigen Beweis zu liefern, und eine Klasse 
flächentheoretischer Probleme, welche in neuerer Zeit die Mathematiker viel- 
fach beschäftigt haben, in eine bis dahin nicht beachtete Form zu setzen. 

Anmerkung zu S. 186. Die Ansicht, welche Herr Tulliv Leei^CMta 
in seiner Dissertation „Sugli invarianti assoluti" (Atti del R, Istituto Veneto 
di scienze, lettere ed arti VII, 5 (1894)) über den Inhalt der in diesem 
Journal Bd. 110 veröffentlichten Abhandlung von Frobenius und meiner im 
Text citirten Arbeit äussert, ist hiernach richtig zu stellen. 

Logau, October 1894. 
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Sur la fonction iog/(a). 

(Extrait d'une lettre de M. Cfi. Hermiie a M. K, Henseli) 



...Je me permets de vous faire part de quelques remarques, dont 
Vobjet est d'^tendre le champ de la question du d^veloppement en s6rie 
de la fonction log /'(«), comme je Tai d(5jä essay^ dans un article des 
„Mathematische Annalen", vol. 41 p. 581 oti a ^t^ envisag^e Texpression 

plus g^D^rale: 

log[r(a+f)r(a+l-|)], 

en supposant 0<C^< 1. On peut sous cette condition traiter de mßme la 
quantitö logr'(a4-^), la d^velopper suivant les puissances descendantes de a 
et reconnattre que la s^rie obtenue doit etre employ^e comme celle de Stirling. 
Je d^signe par J afin d'abr^ger rint(5grale de Raabe, de sorte 
qu'on ait: 

J = f logr(a+x)dx = alogfl— fl + logl^277, 

cela ^tant on dömontre ais^ment la relation suivante: 

logr(ö+^)-J-(l-4,)loga = rF{x)€''''dx, 
oü j'ai pos^: 

La formule de Cauchy 

— X 

donne en effet: 
et Ton en tire 



X 

— X 



•J -X 
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cela ^tant, l'^galit^ 



— X 



conduit imm^diatement aa r^saltat ^nonc^. 
Soit ensuite 

nons anrons pareillement 

Les integrales qai s'offrent dans ces denx relations, 

J^F(x)^dx et rF^(x)ef"dx 



— » — » 



pr^sentent l'ane et Taatre la m^me circonstance qae la quantit^ a n'y fignre 
que dans le facteur e"^. Elles sont finies sous la condition qae nons avons 
admise £ <C 1, elles s'^vanouissent ponr nne valenr infinie de a, et par lä 
il est imm^diatement ^tabli, qn'on a asymptotiqnement: 

Je me propose maintenant de tirer de ces integrales des d^veloppe- 
ments en s^rie snivant les pnissances d^croissantes de a, en obtenant les 
valenrs des coefficients et Texpression des restes, lorsqn'on les limite ä 
nn nombre fini de termes. 

Soit S„($) la fonction de Jacob Bernoulli, le polynöme de degr^ 
n+l, qui est ^gal pour $ entier h la somme l'*+2'*H f-(§— 1)*, on a d'abord 

et par cons^quent: 

r e-"-l .] 1 ^ 3. Sn^^x-^ 
L e^~i ^J X 1.2...« 

J'emploie ensuite Tidentit^: 

-— — i ho- — = ^- — r-5 — S (* = i,2, 3, ...) 

Le^— 1 a; ' 2 J ir 1.2. ..2» 

oü ßi, ßi, '.. d^signent les nombres de BernouUi, ^, 75^, ...; nons aurons 
d'abord en ajoutant membre k membre: 
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1.2...« ' 1.2.. .2« 

et en second lieu: 

Cela ^tant, il saffit de recourir k la formale: 

— X 

poar obtenir les expressions saivantes: 



y ''WC tfx - -S ^^^, +-^2«(2n-l)a-^-> ' 

■90 

• rFAx)^dx = ^-<^Il?-)-i^^i)- . (n= 1,2,3,...) 



WO" 
— « 



Mais les d^veloppements de F{x^ et F^{x) supposent le module de la variable 
iDf^rieur ä 27i. On ne peut doiic les employer dans les integrales, les s^ries 
qa'on en tire sont divergentes, B^ et S„(|) croissent rapidement lorsque n 
angmente. Pour obtenir Textension que j'ai en vue de la formule de Stirling 
je vais y parvenir par une autre voie, afin de les limiter, comme il est 
n^cessaire, ä an nombre fini des termes. 

J'emploie dans ce bat les expressions de F(x) et Fi(x) qa'on obtient 
par Tapplication da th^or^me de M. Mittag-Leffler. Les poles de ces fonctions 
sont, en exclaant a? = 0, qui est an p61e apparent, les racines x = 2mi7i de 
r^qaation e*=l. Röunissons les fractions simples, qai correspondent aax 
entiers m et — wt, on aara en d^signant par G(x) ane fonction holomorphe: 

Si noas sapposons § compris entre z^ro et Tanit^, cette fonction est nulle, 
et Ton troavera pareillement pour Fi(x), la formule: 

Att moyen de ces expressions, les integrales / F(x)e'''dx et / Fi(x)e"'dXf 



— X — X 



prennent les formes suivantes. Remarquons d'abord, qu'il vient en changeant 

2mnx 

X en 

a 

ImV+x^ "" J a'+x'"' J 4mW+x' ~ J 2mnCa^ + x')''> 

—X —X —X —X ^ '^ 

26* 
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posons donc pour abr^ger 



/Xx) = S 



m 



m 



m ' 



(m ^ I, 2, 3, . ..) 

et Ton aura: 

r Fr^-^^rl-r - 1 /•" ^H')dx 2 rO axp(x)dx 1 r^ax^)^ 
J '^We ax - ^ I ^,_^^, -^ y a' + as' "^ r» / o'+o;' 

— 00 — » — » — » 

Voici les consdquences ä tirer de ces iioiivelles expressioiis. Je 
remarque en premier lien que la variable x 6tant negative dans les integrales, 
Texponentielle e* est moindre que Tunit^, et Ton a: 

(fCx) = arctg-j — :7— — ~— w-, 

t//(x) = J:log[l-2e-"cos27rs>e*'^*]~|log(l-e'"''), 

X(^) = -log(l-e^-0- 
Daus la premi^re ^galit^ Tarc tangente doit etre pris entre les limites 

— -ö" ^^ +"2"' ^^^) ^®* ^^^^^j ^'i^' ^'i® s^^* ^^ ^^ m6me signe que sin27i^; 
quant aux deux autres fonetions les d<5veloppements raontrent, qu'elles sont 
positives pour toutes les valeurs considdr^es de la variable. C'est lä ce qui va 
nous permettre de remplacer par des series finies les d^veloppements illimit^s 
pr^cMemment obtenus, ä savoir: 

r F(x)e'-dx - ^ (-O- 'g-d) 13 (- l)"-g. 
J t(x)e ax - ^ ^^, +-i 2«(2«-l)a^-> ' 

—X 

(71= I, .», 3, .'..) 

A cet effet j'observe que Tensemble des puissances paires de — qui est le m6me 
dans les seconds membres des deux ^galitcSs est repr^sent^ par — Jg ^ li > ®' 
provient par eons<^quent de Tintegrale— / ^^^-^. En employant Tidentit^ 

— X 



a'+x' a' a* ' ' a*'» ^ a^'-Ca^+a?') 
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et ^galant les termes en —^- nous parvenons donc ä cette expression digne 
de remarque: 



TT 
— » 



Elle montre que la fonction d'indice pair S2XS) a le meme signe que 
(— l)*-^8in27rf, propri^tö importante, bien connue et qui suppose § compris 
entre z6to et Tunitd En m6me temps nous voyons, qu'on peut ^crire 

— X — 30 

il est donc facile d'obtenir une limite de Tint^grale qui repr^sente le terme 
compl^mentaire. La fonction ^>{x) ne changeant pas de signe, on a en effet: 

p a;'"+» (^ {x) dx _ ^ f'^ x^''^ fp (x) dx 



— » — » 



^tant un nombre positif inf^rieur k Tunit^, et de lä se tire le rdsultat, 
auquel je vonlais parvenir: 

/^^Xip(x)dx _ _ S,(S) _ S,(|) _ _S,nai ^^h.^^C^'^ 

J a"+«' "2a'" "4a* '*' 2/ia^« (2V+2)a^"+^ * 

—00 

Consid^rons en second lieu les puissances impaires de — , araen^es 
par les integrales — / ^~-^^^- et — / — -7^,-- La seconde est 



'+0;' TT .^ a'+^ 

— » —X 



connue par la s6rie de Stirling, et nous avons imm^diatement, en d^signant 
par 02 une quantitd plus petite que Tunit^: 

_1_ p ax{x)dx _ B, B, (-J)"-'^"_. J-l):^^^_!Lti_ 

n J a^-^-x" "" 2a 3.4V"^ ^ 2w.(2rt-l)a^"-i "^ (2« + 2y(2/i + l)a''*+i ' 

— QO 

C'est par cons^quent de la premi^re que provient Tensemble des termes 
repr^sent^ par 2 .^ Il f sHlrr ^^ faisant i» = 1, 2, 3 .... Operons comme 
tout ä rheure et employons Tidentit^ 



a»+«' ö a' "^""^ a'"-^ '^ ä'^ ^{a'^x') "^ 

nous obtenons d'abord la formule 

TT y '^ ^ ^ 2;i— 1 

—X 

d'oü se tire la proposition, que S2„_i(!^') est constammeut du signe de (— 1)", 
lorsque f varie de z^ro ä Tunit^, Tint^grale du premier membre ^tant positive. 
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NouB avons ensuite F^galit^: 

n J a'+a?' a 3a' 

—X 

_ 5^,-1 (I) 2(— 1)" r' x'\tp(x)d x 

(2»i— l)o'^»-' "^ « y o*»-'(o'+a'') 

—X 

oü Ton peut ^crire, en d^signant par ö^ uii nombre infi6rieur ä un, 

—X ^ —X 

On en conclut comme pr^c^demment cette expression finie avec an terme 

compl^mentaire : 

2^ /•" aif(x)dx Ml^Ml- S2,-, (g) g,S„.n(g) 

n J o*+«' o 3a' '" (2n— l)o»"-> (2b + 1)o»"+' ' 

—X 

et nous obtenons en dMnitive leg s^ries snivantes: 
logr(a+^) = (o+|-|)loga-o+logl^ 

2o' 4a* "■ 2wo'^» (2»+2)o*»+'' 






2a 3.4.0' ' ' 2n(2n-l)o»"-' ' (2n+2)(2n+l)o»»+» 
^ IXa) ^*"S» 2a' 4a« 2no*- (2n+2)a««+» 

"^ o "^ 3o' "^•"f (2«-l)a^»-> "^ (2n+l)a'-+» 

Elles ont la propri^t^ caract^ristique de la formale de Stirling, qa'en s'arr^tant k 
an terme de rang qaelconqae, l'errear a poar limite sap^rieare le terme saivant. 
Si Ton sappose §~^, la seconde ^galit6 donne ce r^saltat: 

*^^ JXa) 2 ^"ö" 2\a ^3.2^a' 5.2^a*^ ^ (2ii-l).n.22-.a''-i ^ 

qui est la cons^quence des relations 

Post-scriptum. 
Je ra'aper^ois qu'on peut obtenir les expressions des integrales 

F(x)e'^dx, I F^(x)e"''dx par une m^thode plus facile et plus simple, 

— X —X 

la voici en peu de mots. 
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Je pars de cette identit^ qui se v^rifie en diff^rentiant, 

jF(x)ef-dx = [-^ y + F-J^+y V^ ^^ 

et d'oü Ton conclut, 

— » — oo 

Cela ^tant, les quantit^s F(0), F'(0) etc. se d^terminent au moyen de la 
relation: 

ou bien en s^parant dans la premi^re somme, les puissances paires et impaires 

^K.^) - ^ i.2...2"« "^ 1.2..,2«-1 "^ 1.2. ..2« 

On en tire imm^diatement 

^ ^^>'~~2«-' ^ "^"^ -- "2/T:i1 ~ + ■2K2^rr ' 

d'oü r^sulte par cons^quent la s^rie finie qui a 6t^ pr^c^demment trouv^e; 
mais le point le plus important concerne le terme compl^mentaire repr^sentd 

par rintegrale / ^ — dx. Revenant k cet eflfet ä Tegalit^ 



an— 2 



— » 



El/ N ^ x^in2m7i^ „ 4sin'm;r| , ^ 2 



j^observe que les formules connues 

— X —X 

pennettent d'^crire 

F(x) = -2 /"'-^-e'""'"sm2ffi7i|sina;tfrftf 

— X 

/*" 2 

—S I sin^m7i|cosa:«/rf«/ 

•./ mn ^ 



— X 



H-JS* / coB xydy. 



— X 



Les fonctions ddsign^es pr^eddemment par y?(a:), ip(x)^ yXx)^ s'introduisent 
alors d'elles-mSmes et Ton trouve ainsi 

1 /'" 2 Z'" 1 /*" 

F(a?) = -— y (p(jn)^\x\xydy—^ J ip(y)co^xydy+— J y(^{y)Q>Q^xydy. 

— X — X —X 

La variable x par suite de cette transformation n'entre plus que dans les 
quantit^s sinar^ et cosorj^^ nous avons donc: 



— X — X 
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1 /*" 

— X 

et par cons^jnent: 

(-1)- /" F''(x)er'dy = -^ /y"(p(t/)Bmxy.f'e"'dxdy 



—X — X — X 



-^ /y^ ip(y)co^xyye'"dxdy 



n ^■ 

— X — X 



1 /^' /*" 



— X — X 



On peut eflfectuer les int^grations par rapport ä cette variable x^ ce i 
donne aprfes avoir divis^ par a^", Texpression du terme compl^mentaire 
laquelle j'^tais parvenu, 



— X —X — X 



^1 r^xcMi 

'^ n J a^'-^a'+y*) 

— X 



et nons aurons pareillement, pour le reste de la seconde s6rie, 

—X —X —X 

J'ajoute enfin en consid^rant Tune quelconque des trois integrales 
premifere par exemple, que si Ton pose 

— flO —X 

avec la s^rie correspondante 

^ f^^^y = ü;,-t^.+-+(-i)"-'ü,+(-i)"Ä„ 

la relation 

oü /?„, /t„_i et £7^ öont positifs, donne imm^diatement /?„< ?/„, et B 
lorsqu'on a /t^_i < R^. Ces deux limitations du reste ont ^t^ 
k r^gard de la sdrie de Stirling par M. Bourguel dans sa belb 
doctorat sur le d^veloppement eu s^ries des integrales Eul^rienne 
de ri&cole Normale Saperieure, ann^e 1880). 

Paris, 17. mars 1895. 
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Der Resultantenbegriff in der sphärischen 

Trigonometrie. 

(VoD Herrn Franz Meyer in Clausthal.) 



W ährend man früher die Resultante eines Systems von Formen als 
die, von fremden Factoren befreit gedachte, linke Seite der Eliminations- 
gleichung ansah, haben in neuerer Zeit Kronecker^ Petrin u. A. die Resul- 
tante selbständig definirt als eine gewisse lineare Combination der gegebenen 
Formen. Die Coefficienten dieser Combination, die selbst noch von den 
Variablen abhängen, sind eben so zu wählen, dass aus dem ganzen Ausdrucke 
alle Variablen, oder wenigstens eine derselben, herausfallen. 

Damit erscheint die Resultante nur als ein einzelner Fall einer all- 
gemeineren Klasse von Bildungen, denn man kann über die Coefficienten 
der gedachten Combination in mannigfaltigster Weise so verfUgen, dass der 
gesammte Ausdruck irgend welche andern ausgezeichneten oder kanonischen 
Eigenschaften erhält. 

Ein Gebiet, in dem diese Erscheinungen in verschiedenartigster Form 
4iuftreten*), ist das der sphärischen, (oder, als Grenzfall, das der ebenen) 
Trigonometrie. 

Geht man hier von drei unabhängigen Formeln aus, etwa, wie es 
gewöhnlich geschieht , von denen des sogenannten Cosinussatzes Ai = 
^f = 1, 2, 3), so muss jede beliebige, durch elementare Processe hergeleitete 
IFormel G = der sphärischen Trigonometrie die Eigenschaft haben, dass 
«ich der Ausdruck G als rationale oder irrationale Function der A dar- 
stellen lassen muss mit Coefficienten, die etwa nur noch von den „Seiten" 



*) Vgl. die vorläufigen Mittheilungen in den Berichten der Naturforscherversamm- 
lung zu Wien 1894, sowie im III. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
1895. Die vortreffliche Schrift von JB. Study (Leipzig, Hirzel, 1893) verfolgt andere 
und weniger elementare Ziele. Der Verfasser möchte aber gerade darauf Gewicht legen, 
dass die Entwickelungen des Textes einen durchaus elementaren Charakter haben. 
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des Dreiecks abhängen; diese Function mnss dann gleichzeitig mit den A 
verschwinden. 

Wie sich solche Darstellungen im Einzelnen gestalten, ist in § I an 
einigen einfachen und sehr bekannten Formeln entwickelt, von denen ein 
Theil Resultantenbildungen, ein Theil andere Combinationen der A aufweist. 

Die trigonometrischen Formeln zerfallen dadurch von selbst in Klassen 
je nach der Art der darstellenden Function: ist die letztere ganzrational, so 
wird man die Dimension derselben in Bezug auf die A als Eintheilungsgrund 
nehmen, ist die Function dagegen irrational, z. B. ein Factor einer reducibeln 
Resultante, den Grad der irreducibeln Gleichung, der die Function genügt. 

Werfen schon derartige Betrachtungen ein neues Licht auf die Structur 
und den Zusammenhang der trigonometrischen Formeln, so ist das in noch 
höherem Masse der Fall, wenn man noch einen Schritt weiter geht. 

Man wird nämlich dann sechs Formeln C =• 0, wie in § II, zu Grunde 
legen, die nur der Forderung zu genügen haben, dass zwischen den — 
eventuell mit geeigneten Factoren zu versehenden — Ausdrücken C keine 
numerische Identität herrscht. Ist nun wiederum G = eine beliebige 
trigonometrische Formel, so muss der Ausdruck G einer Gleichung genügen, 
deren Coefficienten numerische Functionen der C sind. 

Der dritte Schritt endlich — der aber zu vorläufig nicht zu bewäl- 
tigenden Rechnungen führt — wäre der, hierbei auch dem Princip der 
Dualität gerecht zu werden. 

§1. 

Die drei Grandformeln und die unmittelbar durch Combination und Elimination daraus 

hervorgehenden Formeln. 

1. Man geht in der sphärischen Trigonometrie gewöhnlich aus von 
den drei Grundformeln: 

cosa^— cosa^cosa^— sinaAsina,cosa< = 0, c. *, j = i, 2. s) 

wo die a und a die Seiten und Winkel eines sphärischen Dreiecks bedeuten. 
Um uns aber von vornherein von den üblichen Determinationen frei 
zu machen, verstehen wir von jetzt ab unter den a, a sechs unbeschränkt 
veränderliche, complexe Argumente. Femer führen wir die linken Seiten 
der obigen Formeln als selbständige Functionen jener sechs Argumente ein, 
indem wir setzen 

(I.) 2Ai ^ cosa^— cosajfcCOSa,— sina;tSiii^/<^osoC{. o-, »,1=1,2,3) 
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2. Da es sich bekanntlich als zweckmässig erweist, in den Grand- 
formeln der sphärischen Trigonometrie die halben Argumente statt der 
ganzen einzuführen, so wird es auch hier von Nutzen sein, die Functionen 
(I.) in halben Argumenten auszudrücken. 

Bezeichnet man, wie gewöhnlich, die halbe Summe der a mit s, 

wodurch ''^"^g*""''' die Form s^a, annimmt, so lässt sich auf Grund ein- 
facher Hülfsformeln*) der Ausdruck (I.) umformen, wie folgt: 

2Ai ^ (cosai~cosatCOsa,)(cos^~+sin^-|^)~sinatSina,(cos^-|^— sin^-^ 
^ ^^1^^^ Icosa^— cos(at+a;)|— cos^-^ jcos(a4— a^)— cosa<| 
^ 2 {sin^-l^ sin«.sin(«— a^)— cos^ -|^ sin(«— a^t) sin(«— ai)^ • 
Somit wird Ai in Function der halben Argumente -s"» y* 

a'O Ai = sin^|^iV,-cos^-f Z„ 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

Ni ^ |-|cosai— cos(a;fc+a;)| ^ sin«.sin(«— a<), 



<'•) [z, 



^|cos(ai— «;)— cosa.i ^ sin(«— at)sin(«— a^). 



(2.) 



Man beachte die zwischen den Grössen Ni, Z^ herrschenden Relationen: 
Ni—Zi lEi COS a^— COS a^ COS a, ^ L„ 
Ni+Zi ^ sina^fcSina, ^ Mi^ 
4:NiZi ^ 4sin«.sin(«— aj)sin(«— a2)sin(«— öa) 

^ 1— 2cosaiCOsa2COSa3— (cos^öi+cos^Oa+cos^aa) 
= 4iV,Z, = 4iV,Z, = 4S, 
wo die Zeichen Li, Mi, S zur Abkürzung dienen. 

Verbindet man (I'.) mit der Identität sin^ -^ + cos^ -|^ = 1, so ergiebt 
sich mit Rücksicht auf den Werth von Ni+Zii 



(3.) 



sin^-|^sina;tSina, ^ Zi + Ai, 
cos^-|^8inatSina, =: iV^ — ^4^. 



*) Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass die Formeln der gewöhnlichen 
Goniometrie (wie „sin'a+cos'a = 1, das Additionstheorem, die Formeln für halbe Argu- 
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Setzt man DuniDehr Ai^O^ so gelangt man zu den bekannten Formeln 
zurück: 

Das doppelte Vorzeichen redacirt sich anf das positive, sobald man die 
Forderung hinzufügt, dass das sphärische Dreieck reell sei. (Entsprechendes 
gilt für einige der späteren Formeln). 

3. Aus den Formeln (2.), (3.) folgt einerseits: 
(4.) cos et, sin ajt sin a^ ^ iV^— 2,-2^4, ^ L,--2-^<, 

andererseits: 

(5.) ^sin^a^Csina^sina^)^ ^ — ^?+ i4,I,+S ^ p,, 

wo Qi ein weiteres Abkürzungszeichen ist. 

Eine unmittelbare Folge der letzten Identität ist die folgende: 

^sin'a,(sin'a,sin'ai-sin'aiSin'a,) = (Al-Aj)'-(At,Lj^-A,Li) = Qt-Qk, 

oder, bei Einführung des Ausdrucks Bi*): 

(6.) 4:Bt ^ sin^a<8in^a;k— sin^a;fcSin^a<: 

(IL) sin^fl.ß, = (Al^A^)--(A,L,-AA)^ 

Der Ausdruck 45, ist nichts anderes, als das von fremden Factoren 
befreite rationale Resultat der Elimination von a, aus Af und Aj,, oder, was 
hier dasselbe ist, der Elimination von a^ und aj aus den drei Ausdrücken (L). 

Nennen wir daher 4JB; die Rationale Resultante^ der Ausdrücke (I.) 
bezüglich a, und a^, so sagt die Identität (IL) aus: 

yyDie mit sin'Gi mtilliplicirte rationale Resultante von (I.) bezüglich 
ai und ai ist eine ganze rationale Function (Form) zweiten Grades der Aus- 
drücke 2A, mit Coefßcienten, die selbst ganzzahlige Formen der (sina**) und) 
cosa ^ind,'^ 

4. Hieran schliesst sich die Frage, in wie weit die Darstellung der 
rechten Seite von (IL) einer Abänderung fähig ist. 



mente") auch für complexe Argumente gültig bleiben; unter sin und cos sind dann die 
bezüglichen, beständig convergirenden Potenzreihen zu verstehen. 

*) Die drei Ausdrücke Bi sind offenbar an die Identität 2'sin'j/Bj = gebunden, 
und ebenso an die dualistische: -^sin'a/ß/ =0. Umgekehrt bestimmen die beiden Iden- 
titäten die Ausdrücke Bi bis auf einen Proportion alitätsfactor; normirt man den letzteren 
gleich ^, so hat man gerade die Grössen (6.). 

*•) Die sina kommen hier (mit Rücksicht auf (2.)), wje in einigen späteren Formeln 
explicite nicht vor. 
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Auf dem gegenwärtigen Standpunkte wird die Forderung festzuhalten 
sein, dass jeder Darstellung der linken Seite von (IL) in Function der A 
die Eigenschaft zukommen soll, dass die auftretenden Coefficienten allein 
von den a abhängen. 

Wäre jetzt eine zweite Darstellung der linken Seite von (IL) in 
Function der A möglich, so müsste zwischen den A eine Identität bestehen, 
deren Coefficienten ebenfalls nur von den a abhingen. Dies ist aber sicher 
nicht der Fall, da man ja aus den drei Gleichungen ^ = die Grössen a 
berechnen kann. 

„Die Darstellung (IL) ist insofern eine eindeutige, als die rechte Seite 
eine Function der A ist, deren Coefficienten nur von den a abhängen.^ 

Der entsprechende Zusatz gilt auch für die folgenden Darstellungen. 

5. Es möge noch die Richtigkeit der Formel (IL) direct bestätigt 
werden. Zu diesem Zwecke schreiben wir sie so, dass die rechte Seite als 
Combination von 2^4, und 2Aji erscheint: 

(IL) 4sin'a,ß, = 2A,(2A,--2L,)^2A,(2A,-'2L,). 

Diese rechte Seite lässt sich successive umformen, wie folgt: 

— (Lt, — Mf, cos «*) (Ljt + ^;t cos «*) + (A- — Mi cos «,) (L.- + itf^ cos a<) 

= (L?-L^)-(M/cos'a,-^f,'cos'aO 

= (L?~^f)-(L^-iM,0 + (8in^«.^i'-sin^«*^*) 
E^ (LJ~i/J)~(L^-^0+4JB,8in^a,. 

Hier zerstören sich aber die beiden ersten Klammern. Denn zufolge (2.) ist: 

(7.) Ll^M'i = (iV;.- Z,y-(Ni+Zy = -4iV,Z, = -4S = Ll^Ml 

Die Identität (IL) enthält den sogenannten Sinussatz. Denn durch 
Nullsetzen von Ai und A^ ergiebt sich: 

sin«, sin «A = +sina;fcSina,, 

wo für reelle Dreiecke wiederum nur das positive Zeichen zu nehmen ist. 
Einen solchen Ausdruck, wie sina.sina;t±sinat8ina. wird man eine 
„irrationale Resultante'' von Ai, A^ bezw. a^ nennen. 

6. Wir kommen zu einer ebenfalls häufig gebrauchten Formelgruppe 
der Trigonometrie, nämlich: 

sina^tcosa. = cos a, sin a^— sin a^ cos «^ cos «it. 

Diese gewinnt man unmittelbar durch Bildung der linearen Combination 
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2(^,+^tC08a,). Es wird: 

{2(Ai+Aj,co^ai) ^ co8a<(l— cos^a^)— 8ina/(sinatC08a,— sinOiCOSOiCOSai) 
^8ma,(co8af8ina;— 8inaAC08a<— 8ina<C08a<C08ai). 
Vermöge der Abkürzung: 

(9.) 2Cat ^ C08a<8ina,— 8inafcC08ai— 8ina<co8a,co8ai 

geht (8.) über in die gesuchte Formel: 

(III.) ünOiCit ^ Ai+Aj,co^ai. 

Stellt man die Identität (HL) einmal für C^, das andere Mal für C^ auf, 
so kommt einerseits durch Subtraction, nach Hebung mit 2sin-^: 

(10.) sin-|^(^,-^,) = co8^(C^-C,,)^), 

andererseits durch Elimination von ^4;^: 

(11.) -4,8ina, ^ C^— C^cosa, 

und entsprechend: 

(11'.) ^iSinöjfc ^ Cv/— C^iCOSOjfc. 

Eliminirt man nun noch Ai aus (11.) und (11'.), so entstehen im ganzen 
drei Relationen zwischen den sechs Ausdrücken C, welche zugleich das 
Ergebniss der Elimination der a aus (9.) darstellen: 

(12.) C^tSina*— C^sina, ^ C;t. <^os a, sin a^-^Qi cos a^tsii^^/* 

7. Dass zwischen den C nicht etwa eine lineare Relation mit 
numerischen Coefficienten herrscht, geht aus (HI.) sofort hervor; eine 
andere Frage dagegen ist, ob nicht die C einer numerischen Relation höheren 
Grades genügen. Um darüber zu entscheiden, beachte mau, dass neben der 
Gleichung (10.) eine ganz ähnliche, durch Addition aus (III.) hervorgehende 
Gleichung besteht, nämlich: 

(13.) cos|-(^,+^) = 8in-|^(C,,+C«). 

Durch Multiplication beider erhält man: 

(14.) A^^Al = Cj^^Cl 

Hieraus folgt, dass die C an eine, aber auch nur an eine einzige atgebrtUsche 

•) Aus (10.) folgt auch noch die Identität: 

cotg^(C„-C„)+cotg-^(C„-C.,)+cotgA(c.,_C„) = 0. 
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Relation mit numerischen Coeffidenten gebunden sind: 
(15.) Ci2 — C21+C23— C32-I-C31 — Ci3 ^ 0. 

Dagegen existirt keine solche Relation zwischen den C und einem der A. 

8. Wir wollen nun auch rückwärts von den Relationen (12.) wieder 
zu den Definitionen der C (9.) gelangen. 

Sieht man in (12.) die a als gegeben, die C als die Unbekannten 
an, so müssen sich die letzteren in Functionen dreier willkürlichen Para- 
meter ergeben. Für diese hat man noch solche Functionen der a zu sub- 
stituiren, dass (9.) mit (12.) äquivalent wird. 

Die Ausführung gestaltet sich am einfachsten auf folgende Weise. 

Man schreibe (12.) in der Form: 

(12'.) sin a^ (Ca —pH cos ö;) = sina;(C,,— C^cosa*) = Ä<, 

wo jetzt die drei Grössen A^ die gemeinten Parameter repräsentiren. 

Mit Hülfe der Formeln (9.) und L, oder noch leichter mittels (11.) 
und (11'.) würde man für X^ den Werth finden: 

(16.) A, = sina;tSina,^<. 

In der That leistet nun diese Substitution das Gewünschte. Denn man er- 
hält zunächst, wenn man für die A ihre wirklichen Werthe I. einsetzt, die 
Gleichungen : 

2(Ca— Ciscos ö,)— sin a,(cosai— cos a* cos 0/) = — coscc^sina^sin'a,, 
2(0«— CrtCOSa^)— sina/(cosa,— cosöfcCOsa,) = — cosa^sina^sin^a;, 

deren Auflösung nach C^ genau zu dem Werthe (9.) führt. 

Das Ergebniss lässt sich formuliren, wie folgt: 

Vermöge der Transformationsformeln (16.) werden die in der Form 
(12'.) geschriebenen Gleichungssysteme (12.) und andererseits (9.) mit einander 
äquivalent. 

9. Wie der Sinussatz der sphärischen Trigonometrie entstand durch 
Elimination von a, aus Ai = 0, -4* = 0, so gelangt man zu einer weiteren 
(in der Praxis weniger gebrauchten) Formel durch Elimination von a^ aus 
den nämlichen Gleichungen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von aj^, ai 
aus den Gleichungen ^ == 0, nämlich : 

tga.sina* 



tgcf, = ±-7 



smai—tgOiCOsaiCOBak ' 
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oder besser, mit Benutzung eines neuen Zeichens Dfj,: 

(17.) 4Z)rt ^ 8in^a<(co8a,8ina,— sino^eosaiCOsaifc)^— cos^a<sin^ajfeSin^fli = 0. 

Auf Grund der Formeln (3.) ergiebt sich, worauf wir uns hier beschränken 
wollen: 

,,Die mit sin^a^sin^ai muUiplicirte rationale Resultante 41)« von a^ a^ 
aus den Ausdrücken 2A (I.) ist eine Form eierten Grades der 2A, mit Coeffi- 
cienten, die ganzzahlige Formen der sina, cosa sind/^ 

10. Zu höheren Irrationalitäten gelangt man, wenn man die in 
(r.), (3.), (6.), (17.) auftretenden Ausdrücke in Linearfäctoren zerlegt und 
nach den Gleichungen fragt, welchen die letzteren genügen. Gerade solche 
Linearfactoren, gleich Null gesetzt, führen ja zu den üblichen Formeln für 
reelle Dreiecke. 

Wir beginnen mit den in (F.) und (3.) dargestellten Umformungen 
von (L): 

Ai^E^ sin^ -y A/| — cos^ -^ Zf ^ sin^ ^sinöitsina,— Z^^ iV^— cos^-^sino^sin«/. 

Setzt man nunmehr zur Abkürzung: 

A\'^ = sin-|-j^iV;-cos-|-yz;., 

y4P^ i^ sin^ysinajfeSina,— V%, 
^(3) ^ cos-^- >^sina;fcSina,— l^iV^, 

wo die Quadratwurzeln beliebige Vorzeichen haben mögen, so schaffe man 
jedesmal durch zweimaliges Quadriren die Wurzelzeichen fort; dann genügen, 
mit Rücksicht auf (2.) und (5.), die drei Ausdrücke der Reihe nach den 
Gleichungen vierten Grades: 

' (^rOXsinaiSinaO'-2(^PO'(8ina*sina,)(2S+^,LO+A'(4Sf+L?) = 0, 

(18.) (A\'y^2(iAP)\2Z,+A.) + Al = 0, 

l(/iP>)*-2(.4i^>)X2iV,-^,) + ^? = 0. 

Oder auch: ,ydie Ausdrücke 2A^^^sinakSinaiy 2^{^\ 2^4^^ genügen geraden 
Gleichungen eierten Grades, deren Coeffidenten ganze, ganzzahUge Functionen 
der sina, cosa sind'^. 

Verfährt man entsprechend mit (6.), so wird man irgend einen der 
beiden Factoren als „irrationale Resultante" von 2^„ 2Af, bezw. a^ bezeichnen 
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können, also etwa: 

(19.) 2B[ ^ sinaiSina^— sinatsina^. 

Dann kommt nach leichter Rechnung unter Bezugnahme auf (3.), (4.), (5.), (IL): 

(20.) (ß;8infl,)*-2(ß:8inaJX(?.+ (?*)+(8in^ö.Ä0' = 0, 

wo für sin^a^ß, im freien Gliede Qi—Qk nach (11.) zu substituiren ist 

Das Resultat lässt sich so ausdrücken: 

^Die mit sinoi muUiplicirte irrationale Resultante 2B'i (19.) der 2A 
bezüglich at, «^ ist Wurzel einer biquadratischen Gleichung (20.), deren erster 
Coefßcient gleich Eins, und deren beide andern Coefßcienten ganzzahlige Formen 
der 2A, (sina), cosa sind.^ 

11. Werfen wir zum Schlüsse dieser Betrachtungen noch einen 
Blick auf die Rolle, welche die Z)e/am6re-Ga«««schen und die iVq[?erschen 
Formeln dabei spielen. 

Die Delambre-Gauss^Qh^n Formeln verdanken ihre Entstehung der 
Einführung halber Summen und Diflferenzen der ursprünglichen Argumente 

a, a, nämlich von ^*~^' , °*t"^^ etc.; sie werden am einfachsten aus den 

am Ende von No. 2 für sin -^ , cos -^ aufgeführten Ausdrücken hergeleitet, 
indem man zunächst nur von der einen Beschränkung Gebrauch macht, dass 
den Quadratwurzeln für sin-—-, cos-~- je gleichnamige Vorzeichen auf- 
erlegt werden. 

Die Delambre-Gauss^cYk^n Formeln führen dann immer noch ein 
doppeltes Vorzeichen mit sich, indem z. B. die erste lautet: 

sin-^cos — ö — = ±sin-s-sin — ^ — 

In der That zeigt der Erfolg, dass es sich auch hier am meisten empfiehlt, 
folgende zwölf Ausdrücke (t, &, /= 1, 2, 3) zu Grunde zu legen: 

A^i r= sm "ö" COS — ö siD^ -ö" Sin — x — ? 



(IV.) 



.2 ^' «^«2 Öft+Of/ «•„2 ^» ^^«2 <*fc+ö/ 



Ea ^ COS^-^ COS^ 2 ^^'^2 

E,3 = sin' -g- am' — ^ - cos' -^ sin' *g , 
E,4 ^ cos^ "^ ^^" 2 ^^ T" ^^ 



2 
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Führt man auch hier wieder statt der a die 2^ (I.) ein, so zeigt sich, dass 
die Grössen (IV.) (bei festgehaltenem Zeiger «) nur eine einzige Irrationalität 
mit sich führen, nämlich diejenige, welche durch das Product sin a^ sin a, in- 
volvirt wird. 

Eben dieses Product wird man daher zuerst eliminiren, um zu andern 
Identitäten zu gelangen, welche in den 2A und E rational sind, und zugleich 
in den E vom niedrigsten, d. i. vom ersten Grade. 

Die einzigen Identitäten indessen, die sich so ergeben, sind: 
(21.) E,,+Ea = -A,, Ea+E,, = A,, 

was unmittelbar die numerische Identität zur Folge hat: 
(22.) E,,+Ea+Ea+E,, = 0. 

12. Um die a aus den zwölf Grössen E (IV.) zu eliminiren, hat 
man nur zu beachten, dass die E linear sind in den drei Grössen cosa^^ 
cosotj^cosa,^ sina^^sinor,^ und dass sich auch umgekehrt die letzteren Grössen 
als lineare Functionen der E ergeben. Permntirt man die Indices, so hat 
man neun Darstellungsformeln fUr die neun Grössen cosa,.^ cosaj^cosa,^ 
sin (X;^ sin «^ Andererseits sind diese neun Grössen an sechs numerische 
Identitäten geknüpft, die man sofort hinschreiben kann. Die so gewonnenen 
sechs Identitäten, im Verein mit den drei, in (22.) niedergelegten, stellen 
das Resultat der Elimination der a aus den zwölf Grinsen E (IV.) dar. 

Würde es auch noch gelingen, aus jenen sechs Identitäten die a zu 
eliminiren — eine Aufgabe, die sehr schwierig zu sein scheint — so hätte 
man 4amit, im Verein mit (22.) die sechs numerischen Identitäten, welche 
zwischen den zwölf Grössen E herrschen. 

Die iVeperschen Formeln entstehen bekanntlich aus den Delambre- 
GaussBchen durch geeignete Division. Demgemäss hat man die folgenden 
Ausdrücke — die eben, gleich Null gesetzt, zu den iVe/^erschen Formeln 
führen — zu bilden: 



(V.) 



tu = iS^iCOS — ö J^c2^\n — s — y 



» 



2 *^'^^- 2 

2 Oifc — 0/ „ .2 flJb — Oi 



Ei3 cos^ q — £.4 sin 



2 --.4-"- 2 

Fii und Fq sind linear in cos ^ii cos ex, und sincx;tSino,^ und wiederum um- 
gekehrt die beiden letzteren Producte linear in F« und F«. 

Solcher Producte giebt es im Ganzen sechs, zwischen denen drei — 
nämlich die Hälfte der oben erwähnten sechs — numerische Identitäten 
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gelten. Diese drei Identitäten stellen das Resultat der Elimination der a 
aus den sechs Grössen F dar. 

14. Die Gesammtheit der Delambre-Gamsschen Formeln ist bekannt- 
lich in sich dualistisch. Es findet dieser Umstand hier darin seinen Aus- 
druck, dass sich neben die Formeln (21.) die folgenden stellen: 

(2 3.) Eil + Ef2 ^ Ai , £,3 +En^ — A, , 

wo Ai den zu Ai dualistischen Ausdruck bedeutet. 

Das dualistische Moment bedingt nun überhaupt einen neuen, höheren 
Standpunkt. Wir wollen uns aber darauf beschränken, die Aufgabe zu 
formuliren, die sich dadurch aufdrängt: 

„Sei G(a^ a) = irgend eine Formel der sphärischen Trignometrie, so 
ist die numerische Identität aufzustellen, welche den Ausdruck G mit den sechs 
Atudrilcken Ai, A,- verknüpft. 

§ II- 

Numerische Identitäten. 

15. Die Identitäten, welche in No. 2 bis 10 mitgetheilt worden sind, 
waren, mit Ausnahme der einzigen (15.), mit Coefficienten behaftet, die selbst 
noch von den Argumenten a abhingeii. 

Eine aufmerksamere Betrachtung der erhaltenen Formeln lehrt in- 
dessen, wie man zu einer ganzen Reihe rein numerischer Identitäten gelangen 
kann, die auf den Zusammenhang der sphärischen Trigonometrie ein merk- 
würdiges Licht werfen. 

Zu dem Behuf greifen wir auf die Formeln (12.) zurück. Führt 
man hier statt*) der C andere Ausdrücke C ein, die sich von jenen nur 
durch je einen Factor unterscheiden, nämlich 

(24.) c:, = -^, 

^ "^ Sinai ' 

SO nehmen die Formeln (12.) die weit einfachere Gestalt an: 

(25.) C«cosa»-CUosa, = Clt-C\,. 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach den cosa liefert: 

cosa,(C4c;,c^;-c;,c^c;) 



(26.) { 



*) Die C sind, wie schon in No. 7 betont, zu dem jetzigen Zwecke unbrauchbar, 
da sie ja an eine numerische Identität, nämlich (15.), gebunden sind. 

28» 



(27.) { 
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Setzt man die so gewonnenen Werthe der cosa in die Formeln (ll.)j (H'O 
ein, die jetzt so lauten: 

Ai ^ C4--C«cosa, ^ Cvi— C^cosat, 
so kommt: 

yyDamit ist die numerische Identität aufgestellt, welche den Ausdruck 
Ai (I.) mit den sechs Ausdrücken C (24.) verknüpft.^ 

Aus der Definition (I.) der Ai ergeben sich dann aber auch sofort die 
Werthe der cosa als numerischer algebraischer Functionen der C, nämlich: 

(2Ö0 COS ai = — (i.co8'aO(l-cos'aO ' 

wo nur noch für die cosa und Ai ihre Werthe aus (26.) resp. (27.) zu 
substituiren sind. Damit hat man das Ergebniss: 

yylst G(a, a) = irgend eine Formel der sphärischen Trigonometrie, 
so lässt sich auf Grund der Formeln (26.) (28.) die numerische Identität an- 
geben, welche den Ausdruck G(a, a) mit den sechs Ausdrücken C (24.) 
verknüpft, wo die Gleichungen C = mit den Gleichungen C = (9.) äqui- 
valent sind.^ 

16. Als Beispiel diene der Sinussatz. 

Die Identität (IL) nimmt nach Einsetzung der Werthe (2.) für die 
L und mit Berücksichtigung von (IIL) die einfachere Gestalt an: 

(ir.) B, = -(c,;^~c;,0co8a,c;-cosa,c;,. 

Mit Benutzung von (26.) ergiebt sich bei geeigneter Anordnung: 

^ (pik^U"' ^kl^ki) ^(fiikf^u'~'^kfiid)\Pik'~^ki)~^(S^uCa 

17. Es darf indessen nicht verschwiegen werden, dass diesen, mit 
Hülfe der C (24.) hergestellten numerischen Identitäten eine UnvoU- 
kommenheit anhaftet, insofern sie im Grenzfall der ebenen Trigonometrie 
bedeutungslos werden. Denn C^j, föllt dann zusammen mit Qti, ^^^ &1bo 
auch CIj, mit C^,. 

Bei den Formeln des § I. lässt sich dagegen der erforderliche 
Grenzübergang stets leicht vollziehen, und das Gleiche wtlrde auch bei den 
am Schluss von No. 14 angedeuteten numerischen Identitäten stattfinden. 

Clausthal, 11. Januar 1895. 



(29.) { 
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lieber Näherungswerthe und Kettenbrüche. 

(Von Herrn K. Th. Vahlen.) 



I. 

Urdnet man alle positiven, echten oder unechten, irrednctibeln Brüche, 
deren Zähler and Nenner eine gegebene Grenze N nicht Übersteigen, nach 
der Grösse, so fällt eine gegebene positive gebrochene Zahl w im all- 

et C 

gemeinen zwischen zwei von ihnen, y und -r-- Dieselben haben die sie 

bestimmende Eigenschaft, dem Werthe ir so nahe zu kommen, als es mit 
Verhältnissen von die Grenze N nicht überschreitenden Zahlen überhaupt 
möglich ist, und sollen deshalb „Näherungswerthe" von ir genannt werden. 

Wächst N, so erhält man zwischen -^ und -j gelegene, also in der 
Form ^fT^^ (v^^ ^ positiv, theilerfremd) darstellbare Näherungswerthe 
von w] zunächst den mit kleinstem Zähler und Nenner , 7^^ , der aus -^ 

und -j „componirt" genannt werden soll. So ergiebt sich der Satz: 

1. Von ^ und ^ ausgehend erhält man nach und nach alle echten und 
unechten Brüche^ indem man zwischen je zwei auf einander folgende den com- 
ponirten einschaltet. Componirt man nur immer diejenigen zwei, zwischen 
denen jedesmal w liegt, so erhält man alle Näherungswerthe von w. 

Aus diesem folgt sofort der Satz von Cauchy*): 

2. In der nach der Grösse geordneten Reihe von Brüchen, deren 
Zähler und Nenner eine Zahl N nicht überschreiten, besteht zwischen je zwei 

auf einander folgenden -j- und -j die Beziehung: |arf— 6c| = 1. 

Denn diese Eigenschaft ist bei den Ausgangsbrüchen ^ und ^ vor- 
handen, und bleibt bei der Composition erhalten. 



*) Cauchy, Demonstration d'un theoreme curieux sur les nombres (Extrait du Bul- 
letin de la societe philomatique). Exercices de mathematiques Bd. 1 pag. 114—116. 
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e 



Umgekehrt, sind X' T' T ^^^^ ^^^ einander folgende Brüche einer 

Fareyschen Reihe, wie wir eine Reihe der in Satz 2. betrachteten Art nach 
Herrn Hurtoitz^*) Vorgang nennen wollen, so folgt aus: \af'-be\ = \ und 

ed—fc] = 1, dass ^ = TaIJ^ ^^^^ ^^^ zuerst von Cauchy a. a. O bewiesene 

Farey sehe**) Satz: 

3. In einer Fareyschen Reihe ist jeder Bruch aus den beiden benach- 
barten componirt. 

Die Ausdehnung der vorstehenden Sätze von Zahlenpaaren (a, b) auf 
Zahlentripel (a, b, c) ist leicht. 

Die vorliegende Arbeit, die im Wesentlichen vollendet war, als ich 
die beiden genannten Arbeiten von Herrn Hurwitz kennen lernte, hat mit 
denselben zwar den Ausgangspunkt die Sätze 1., 2., 3., im weiteren Ver- 
laufe aber wenig gemein. 



n. 



Es liege w zwischen den beiden in dieser Reihenfolge -^, 
einanderfolgend erhaltenen Näherungswerthen. Dann folgt aus 



c 



-r auf- 



dass, da b<Zd, 



a 






a 


c 


b 


— w 


< 


b 


d 


a 






1 




b 


— IT 


< 


b' 





-^-4 d.h. < 



bd ' 



a 



— w 



kleiner oder 



ist. Nennen wir demnach einen Näherungswerth -r- „Haupt- oder Neben- 

näherungswerth", je nachdem sein absoluter Fehler 

grösser als das reciproke Nennerquadrat ist, so besteht der Satz: 

4. Von zwei auf einander folgenden, u> einschliessenden Näherungs- 
werthen ist jedenfalls derjenige mit kleinerem Nenner ein Uauptnäherungswerth. 
Nennen wir ferner einen Hauptnäherungswerth „singulär oder ordinär^^, 

*) Hurwitz, Ueber die angenäherte Darstellung der Zahlen durch rationale Brüche. 
Mathem. Annalen Bd. 44. lieber die Reduction der binären quadratischen Formen. 
Mathem. Annalen Bd. 45. 

*•) Farey, On a curious property of vulgär fractions. Philosophical Magazine Bd. 47, 
pag. 385. Anonym, On vulgär fractions. Philosophical Magazine Bd. 48, pag. 204. 
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je nachdem sein absoluter Fehler kleiner oder grösser als das halbe reci- 
proke Nennerqnadrat ist, so folgt aus der Identität: 

1 /l 1\\ a 1 , c 1 ^ 



a 



dass entweder l-r — w 





a 


— 


1 + 


26' oder 


c 



ö^ ist, also der Satz: 



ö. Von zwei auf einander folgenden, w anschliessenden Näherungs- 
werthen ist jedenfalls einer singulär. 

Nehmen wir -r >-t a»? so können wir diese beiden Sätze in der 
Ungleichnngskette zusammenfassen: 

aclc 1^ a 1_ c ^ a 

-> "X + ^jr > -3- + 



b ^ d ^ d' ^ d ^ 2d' ^ b 2b' ^ d -^ b 6" 

6. Die nach -j- und -^ zu erhallenden Näherungswerthe -j = , '^ , 

11. «. w. können nicht alle mit -r- {oder mit -r-J auf derselben Seite eon 
w liegen. 

Denn die Reihe der Brüche f , ^ , öft-t? •••? \ , ^ 1 .-• nähert 

ft-f-rf 26+» ' wo+a ' 

sich unbegrenzt dem -^ , muss also bei genügend grossem n den^von -^ ver- 
schiedenen Werth w überschreiten. 

Ordnet man also die Näherungswerthe ^, ^, |, . . . , -r- ? -j ? 7-7 • • • 

von w in der Reihenfolge, in der man sie durch Compositiou erhält, so 
theilen sich dieselben in abwechselnde Gruppen von Näherungswerthen mit 
positiven und von solchen mit negativen Fehlern. Die Reihe der Vorzeichen 
der Fehler: +, — , «i, «2, «3, ... gestattet die successive Berechnung der 
Näherungswerthe, ist daher charakteristisch für w und von Herrn Hurwitz 
„Charakteristik^^ von w genannt worden. 

Den Satz 6. können wir nunmehr folgendermassen aussprechen und 
ergänzen : 

et c 

7. Die auf -j-, -r folgenden Näherungswerthe nähern sich solange 

immer dem einen dieser beiden Brüche als in der Charakteristik eon der bei- 
tretenden Stelle ab nur Zeichenfolgen stattfinden. 

a c 

8. Die auf -r-, -7- folgenden Näherungswerthe nähern sich solange 

CL C 

einem der beiden Werihe, in denen das Intervall -r — -r nach dem goldenen 



224 Vahlen, über Näherungnoerthe und Keilenbrüche. 

Schnitt getheiU wird, als in der Charakteristik von der betreffenden Stelle ab 
nur Zeichenwechsel stattfinden. 
Aus der Identität: 

e c 1 

folgt, dass -^—fr und ^"■"T"^^ "^^^1^* gleichzeitig positiv sein können, 

also der Satz: 

9. Auf einen Nebennäherungswerth folgt eine Zeichenfolge; einem 
Zeichenwechsel geht ein Hauptnäherungswerth vorher. 

Ebenso folgt aus: 

e c X 

dass -y—w und ^~'~T''2d^ nicht gleichzeitig negativ sein können, also: 

10. Auf einen singulären Hauptnäherungswerth folgt ein Zeichen-^ 
Wechsel; einer Zeichenfolge kann ein ordinärer aber kein singulärer Haupt'' 
näherungswerth vorhergehen. 

Daraus ergiebt sich leicht: 

11. Die Anzahl der singulären Hauptnäherungswerthe ist höchstens 
gleich der Anzahl der Wechsel in der Charakteristik, und mindestens gleich 
der Anzahl, die man erhält, wenn man je k unmittelbar auf einander folgende 

Wechsel nur als 1 — ^ — J Wechsel zählt. 

Es erübrigt den Fall zu betrachten, dass auf einen ordinären Haupt- 
näherungswerth kein Wechsel erfolgt. 

Seien -^, -|-, ^, ... die zwischen -^ und -^ successive einzuschalten- 
den Näherungswerthe, welche mit -j auf derselben Seite von w liegen, sodass 

Dann findet man leicht, indem man: 

e _ a-\-c g _ 2a-fc t _^ Sa-f-c 

7"""^^' T" 26 + rf ' T~ 36 fd ' 

setzt, dass 



• ■ • 



k ' k* ^ h ' h^ -^ f ^ f 

ist; also: 
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c c 

12. Ist von den auf -^ folgenden, mit -^ auf derselben Seite von w 

gelegenen Näherungswerthen einer ein Uauptnäherungswerth , so sind es auch 
all^ darauf folgenden. 

oder <-^ + -l-, 



Dagegen ist: 




9 

je nachdem 






e c 




f d 




a e 




b f 



oder 



2 



ist; also: 



c w e 

13. Wenn -j ein Hauptnäherungswerth ist, so muss auch -j- ein solcher 

e Cd 

sein, oder braucht -r- kein solcher zu sein, je nachdem das Intervall -3 r- 

/ ab 

in dem Bruche -j nach einem das Verhältniss des goldenen Schnitts über- 
treffenden oder nicht erreichenden Verhältniss getheilt wird. 

III. 

Aus ^ und ^ bildet man durch successive Composition die Nähe- 
rungswerthe: 1, 2, 3, . . ., flTy von «?, wenn g^^ die w unmittelbar vorher- 
gehende oder folgende ganze Zahl ist. 

Liegt also u> zwischen g^^ und flfo— *ij («i = +l)j so schaltet man 
zwischen diesen die Näherungswerthe ein: 

^90-^1 3^0-f, 9i9o—^i 

2 ' 3 ' • • •' g, ' 

WO gi diejenige ganze Zahl ist, für welche u> zwischen ^'^^"" ' und 

9i 

CPi — ^;^o"^^i liegt; €2 = ±1. Zwischen diesen beiden go—— und gru ^ — 

^i""*> 9i 9i'^^9 

schaltet man femer ein: 

(2^1-0^0-2^ (3y,-0^o-3g, (9,9i-^j9o-9,^i 

2ft-«, ' 3^,-«, » • • M g,g,-i, ' 

so dass w zwischen: 



gu-— T" ^^^ 9^^-- T 



9,--^- 9i- 



liegt; «3 = ±1. ü. 8. w., also: 
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14. Die Bildung der Näherungswerthe von w durch Compositian stimmt 
überein mit der Entwickelung von w in einen Kettenbruch: 



9r' 

wobei es gleichgültig ist, ob man bei den successiven Divisionen den jedes-^ 
maligen Quotienten gi so wählt, dass der Rest: 



«K 



fl^i+i — •• 

positiv, oder so, dass er negativ ist*). 

Jede der auf diese Weise möglichen Kettenbruchentwickelungen 
von w liefert alle Näherungswerthe von w, nämlich 

/ < = ü, 1, ..., »'\ 



g^) _ . £.. / < = ü, 1, ..., ».^ 

»7 I • • — 



9\' 



und jeden nur einmal, wenn man für diejenigen gi, für welche €< = 4-l ist, 
den Werth g\ = 1 auslässt. Also : 

15. Für sämmtliche Kettenbruchentwickelungen einer positiven ge^- 
brochenen Zahl w ist die Summe der Theilnenner, vermindert um die Anzahl 
der negativen Reste, constant, nämlich gleich der Anzahl der Näherungswerthe 
von w, dieses selbst mitgezählt, und oo nicht mitgezählt. 

m 

Ebenso ergiebt sich: 

V 

16. Für alle Kettenbruchentwickelungen von w ist ^«i^s...«,^;^ wo 

gi für ein positives s^ um eine, für ein positives e.^i um zwei Einheiten zu 
verringern, für g^, gy—l zu setzen ist, constant, nämlich gleich der Anzahl- 
differenz der oberen und unteren Näherungswerthe von w. 



*) Auf derartige Eettenbrüche scheint Wallis zuerst aufmerksam gemacht zu haben 
(vgl. Lagranges Zusätze zu Eulers Algebra, Cap. VIII, § 87.) Eettenbrüche mit durch- 
gehen ds negativen Resten sind von Möbius und Stern betrachtet worden: Möbius, Bei- 
träge zu der Lehre von den Eettenbrüchen^ nebst einem Anhange dioptrischen Inhalts. 
Dieses Journal, Bd. 6, pag. 215 — 243. Möbius* Gesammelte Werke, Bd. 4, pag. 603. 
Stern, über die Eigenschaften der periodischen negativen Eettenbrüche, welche die Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen positiven Zahl darstellen. Abhandlungen der Eönigl. Ges. der 
Wiss. zu Göttingen Bd. 12. — Eettenbrüche, in denen die Reste absolut kleiner als i 
sind, finden sich bei Minnigerode, über eine neue Methode die Feilsche Gleichung auf- 
zulösen. Göttinger Nachrichten 1873, und bei Hurwitz , über eine besondere Art der 
Eettenbruchentwickelung reeller Grössen. Acta mathematica, Bd. 12, pag. 367. 
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Es sei /*(— ) die Anzahl der Ketteobrachentwickelungen von — • 

Nun besitzt — ausser der Entwickelung — noch die /"( __ ) Entwicke- 
lungen, die aus: 

- = 1 — ^- 

1+ ^ 



n-l 



folgen, indem man für _ seine /(-^i-) Entwickelnngen einsetzt. Also 
ist: /(i-) = l+K-j^) = etc. = «. 



Ferner folgt für den echten Brach — aus: 



tn 1 n ^ t 

und — = 1 — 



dass: 

Wendet man auf /( — ) und /"(— ^ — ) dieselbe Formel an und fährt so fort, 

bis sämmtliche Zähler gleich Eins sind, so folgt aus der Beobachtung, dass 
die Summe der Nenner stets gleich n bleibt, die Gleichung: 

also: 

17. Jeder irreducHble Bruch — besitzt soviel Kettenbruchentwickelungen 
ak sein Nenner Einheiten enthält. 

Jede Kettenbrachentwickelung von — : 



9o—T^ B 



liefert eine Entwickelung für den vorhergehenden Näherungswerth 



n' ' 



^"-t^-..- 



9y—l 
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Aber je zwei Entwickelungen : 

gi^~.^lL=l und 3^"' ^^^=i 



1 1 
ergeben zasammen nur eine Entwickelang von 



n 



fl'ü--. 



*y-l 



also: 

18. Die Anzahl der Enhoickelungen von — ^ wenn man je zwei 

zusammengehörige mit +\ schliessende nur als eine zählte ist gleich dem 
Nenner des vorhergehenden Näherungswerthes. 

Dieselbe Ueberlegnng führt zu einer recurrenten Bestimmong der 
Anzahlen von Entwickelungen von gleichviel Gliedern. Ist nämlich a^ die 

Anzahl der i-gliedrigen Entwickelangen von — , 2/9< die Anzahl deraelhen 

welche mit ^ schliessen, und setzt man ai = 2ßi-\-yi, so ist: 

ßi~ri-i = ±ri-ii 

m' 

WO das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem vor — r eine Folge oder 

ein Wechsel stattfindet, und aj.i, y-«i die entsprechenden Anzahlen für — r sind. 

Die Zahlen a^ sind ausser durch die Gleichung ^a, = it noch durch 
eine andere verbunden. 

Ist Q die höchste in den n Entwickelungen von — vorkommende 

Gliederanzahl, so sind von den 2^ mit p Vorzeichen, + oder — , möglichen 
Combinationen, jeder «-gliedrigen Entwickelung diejenigen 2^"* zuzuordnen, 
welche in ihren i ersten Vorzeichen mit denen der i Glieder der betrach- 
teten Entwickelung übereinstimmen. Also: 

19. Zwischen den Anzahlen a. (t = 0, 1, ..., (>) von i-gliedrigen Ent- 
wickelungen eines Bruches besteht die Relation: 

Wir betrachten jetzt irgend eine der Entwickelungen von w. Ist 
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4er auf gt folgende Rest, absolut, grösser als ^^ so hat der Kettenbruch an 
der betreffenden Stelle eine der beiden Formen: 



9i 



*H-1 



oder 



1+ 



gi- 



«rf+i 



^<+2 



'•+3 



2- 



^t'H-3 



9i-\^2 — 



*l-*-3 



5^<+3 — ••. 



Ist diese Stelle in der Entwickelung die letzte, bei welcher ein Rest, ab- 
solut, grösser als ^ auftritt, so können wir im ersten Falle der betr. Stelle 
die Form geben: 



(9i+2+l)- 



».+3 



gt+3 — '.. 



im zweiten Falle die Form: 

0«-e*+i)+ 



«i+i 



2+ 



(9^^2-1)- 



*<+3 



^»+3--. 



•) 



Ist nun gr.^2 = 2, also «<+3 = — 1, so wenden wir auf: 2-\ =- 

1+ 



die 



Umformung des ersten Falles an; ist aber gf^j ^ 3 und «<+3 = +l, so 
wenden wir auf: 2-\ r- 



2- 



die nämliche Umformung an, u. s. w. 



^1+3 — •.. 

Dadurch wird in beiden Fällen erreicht, dass nach dem t-ten Gliede nur noch 
Reste, absolut, kleiner als ^ auftreten. Die Entwickelung wird dabei 
eventuell um einige Glieder verkürzt, also: 

20. unter den Entmckelungen von w giebt es keine kürzere als die, 
bei welcher die Divisionen nach dem kleinsten Reste atisgeführt sind**). 

Berücksichtigt man, dass die Reihe der Näherungswerthe : 



go 



9'i 



/ < = ü, 1, ..., ;i \ 

Vy{ = 0), 2,..., 0i) 



*) Aehnliche Umformungen finden sich schon bei Lagrange, Möbius, Stern (loeis 
citatis). 

^) Kronecker hätte in seinen Vorlesungen über Zahlentheorie vermuth ungswe ise 



den Satz ausgesprochen: Die Entwickelung nach kleinsten Resten sei die kürzeste, der 
also im Obigen seine genauere Fassung und seine Bestätigung findet. 
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für 6,^.1 =—1 hinter,, für €<+i = + 1 vor und hinter dem Näherungswerth : 

. einen Wechsel hat, so folgt aus dem Vorstehenden und 



9o- 






dem Satz 5: 

21. Die Anzahl der singulären Hauptnäherungswerthe von w ist nicht 
kleiner als die Gliederanzahl der Entwickelung nach kleinsten Resten und nicht 
grösser als dieselbe Anzahl vermehrt um die Anzahl der negativen Reste. 

22. Diejenigen beiden Kettenbruchentwickelungen eines echten Bruches 
w sind am längsten, bei welchen die Divisionen nach dem grössten Reste aus^- 
geführt sind. Die eine schliesst mit 1+^, die andere mit 2—\, 

Denn, da nur die Theilnenner 1+ und 2— auftreten, entspricht jedem 
Gliede ein und nur ein Näherungswerth. Eine längere Entwickelung ergäbe 
mehr, eine ebensolange nur dann nicht mehr Nähernngswerthe, wenn sie 
nur die Theilnenner 1+ und 2— enthielte. Eine solche stimmt mit einer 
der beiden längsten Entwickelungen ttberein. 

Bezeichnen wir an irgend einer Stelle der längsten Entwickelungen 
den Rest mit Xy so hat dieselbe an der betr. Stelle entweder die Form 
1 , ,. ^ 1 



l+x 



oder die Form 



l+(l-x) 



Daraus ist zu folgern: 



30. Durch blosse Anwendung der beiden Operationen 



l+x 



und \—x 



erhält man, von x = ausgehend, nach und nach alle positiven echten Brüche 
und jeden nur einmal. 

Der Zusammenhang dieses Verfahrens mit dem der Composition der 
Brüche (Satz 1.) ist leicht ersichtlich. 

Ist |arf— 6c| = 1, rf>c>a, rf>6 



a, so ist entweder -^ oder 



c— o 

7=T 



der in der Reibe der Näherungswertbe dem -r unmittelbar vorher- 



gebende. Entwickelt man nun -j- in die beiden längsten KettenbrOcbe: 



9i)- 



?>-••._ 



1+i 



und 



9o- 



g,---._ *g-' 
2-i'. 



80 ist für x = 0, 1, oo also identiscb entweder: 



c—ax 
d — bx 



= g»- 



».-•• -Ü 



*„_i 



oder: = g,, 



9i-'-.- 



1 + 



2—x 



2- 



2-x ' 
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C'-a 



je nachdem ._, oder -r- der dem -j vorhergehende Näherungswerth 
ist Also : 

* 

23. Die eindeutige DecomposiHon einer lineargebrochenen unimodularen 

C—" HOC 1 

Substitution ._, in die beiden 1—x und ^ wird durch eine der beiden 

längsten Kettenbmchentwickelungen von -j geliefert, je nachdem b grösser 
oder kleiner als d—b ist. 

Auch mit Hülfe der Charakteristik von -j ist die Decomposition 
leicht zu vollziehen, indem einem Zeichenwechsel die Anwendung der Sub- 
stitution ^ , einer Zeichenfolge die Anwendung der aus l—x und ^ zu- 

sammengesetzten -^ entspricht. Dabei ist an vorletzter Stelle eine Folge 

oder ein Wechsel anzunehmen, je nachdem ._, oder -r- der vorletzte 
Näherungswerth ist. 

Für die beliebige Substitution -^^^ (|arf— 6c | = Z)) ergiebt sich 

ebenso leicht: 

c—ax €, 



d^bx ^" <y,-*. ^g-i 



y—ax 

99'^ Ä ? 



also die Decomposition in die Substitutionen 1— j?, -T-ir~ ^^^ ^~x — » ^^ 

y <Z^, a^ = D ist. Die Anzahl dieser reducirten Substitutionen ^"~!*^ 

o 



(y < cJ, «^ = /)) ist offenbar gleich der Divisorensumme von D. 

Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche, welche sich zweckmässig 
an die Entwickelung der lineargebrochenen Functionen in Kettenbrüche 
anschliessen lässt, sei hier nur bemerkt, dass sich aus einer periodischen 
Charakteristik durch Beachtung der im Folgenden gegebenen Theilungs- 
regeln alle zugehörigen periodischen Kettenbrüche leicht entwickeln lassen. 

Jeder Kettenbruchentwickelung von w entspricht eine gewisse Thei- 
lung der Charakteristik, indem man in derselben die Zeichen der zu jedem 

Nenner g^ gehörenden Näherungswerthe: go '-^^^ ^. (gri = (1), 2, ...,g',) 

9i . * • , L 

gi 
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ZU einer Gruppe zusammenfasst. Die Theilstriche, durch welche die 
Charakteristik auf diese Weise in Gruppen zerlegt wird , dürfen aber nicht 
beliebig angebracht werden, sondern Folgendes ist dabei zu beachten. 

Fällt in einen Wechsel kein Theilstrich, so ist an nächster Stelle 
ein Theilstrich zu machen. Fällt dieser in eine Folge, so ist in dieser noch 
ein, oder an nächster Stelle ein Theilstrich zu machen; u. s. w. Andere, 
als die so entstehenden Theilstriche dürfen in keiner Folge vorkommen. 

Es entsprechen also die Theilungen: 

• ..-j-| — ...^ ..._| |-J_...^ ...-| II ...^ ...-J 1 — 1_^...^ ...-| 1 — II •••U.S.W. 

bezw. den Entwickelungen : 






, 1 ' 1 \Ä ^ 2/' 1 

9+1 — 9--^ 9- 



Ä... ^ Ä... ^ 1 + 

1 1 



9— 



1 



"^ 1 "^ 1 

2--^—, ^-Ti^' n.&.w. 

Den beiden längsten Entwickelungen entspricht diejenige Theilung 
der Charakteristik, bei welcher in jeden Wechsel und jede Folge ein Theil- 
strich fällt; ausgenommen die Wechsel vor einer Folge, welche keinen, 
die Folgen vor einem Wechsel, welche zwei Theilstriche erhalten. Die 
Theilung kann mit |++ oder mit +|+ schliessen. 

Den kürzesten Entwickelungen entsprechen diejenigen Theilungen 
der Charakteristik, bei welchen je ki auf einander folgende Wechsel nur 

[ '^ 1 Theilstriche, Folgen gar keine erhalten. Die Anzahl der kürzesten 

— ^~— J- 

Wir wollen die Zahlen a^, «i, cf2j •••7 «y die Theilungszahlen der 
Charakteristik, und Charakteristiken mit denselben Theilungszahlen ähnlich 
nennen. Da die Summe der Theilungszahlen gleich dem Nenner des 
Bruches ist, so gehören ähnliche Charakteristiken zu Brüchen desselben 
Nenners. Bei den Charakteristiken echter Brüche lassen wir die drei ersten 
Zeichen H h fort; dann besteht der Satz: 

24. Die Charakteristiken zweier sich ssu Eins ergänzenden echten 
Brüche sind ähnlich und zwar die Zeichen der einen denen der andern der 
Reihe nach entgegengesetzt. 
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Sind -|- und -r- echte Brüche, jarf— 6c| = 1, so folgt aus: 

__ ax — c _ 1 
y "^ bx^d ~" i 

^0- 



^l---.- 



1 



durch Umkehrung 



^=^i^_ 



bu—a 1 

9y-i— • . i 



1 

9o —1 



y 

also aus der ersten Entwickelung für a: = oo, aus der zweiten für y = oo: 

a 1 , d 1 

^ ^0 — • L * ^K--. L. 

mithin: 

25. Z>J6 Charakteristiken zweier irreductiblen echten Brüche desselben 
Nenners, deren Zähler, absolut, reciprok sind in Bezug auf den Nenner als 
Modul, stehen in der Beziehung zu einander, dass die Zeichen der einen in 
umgekehrter Folge mit denen der anderen oder den entgegensetzten der anderen 
übereinstimmen. 

Auf die Eigenschaften der zu ähnlichen Charakteristiken gehörigen 

Brüche, z.B. -r- und -^, wenn ad^±l (mod.6), und der zu Brüchen 

desselben Nenners gehörenden Charakteristiken soll später eingegangen 
werden. 

Berlin, im November 1894. 
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Anwendung der Grassmannschen Methoden auf die 
Theorie der Curven und Flächen zweiten Grades. 

(Von Herrn Emil Müller in Königsberg i. Pr.) 



-LLerr Caspary hat im 92. Bande dieses Journals (S. 123 flgd.) die 
Grassmanmchen Methoden zur Umformung einiger Determinanten, welche 
in der Lehre von den Kegelschnitten auftreten, angewandt, insbesondere die 
von Grassmann im 84. Bd. dieses Journals S. 277 gelehrte äussere Multi- 
plication algebraischer Producte von Punkten und Geraden das erste Mal 
benutzt. Bei dem Versuche, seine interessante Grundgleichung (68.) ohne 
das umständliche Zurückgehen auf die ursprünglichen Einheiten abzuleiten, 
wurde ich auf die Beziehung geführt, dass das äussere Product der sechs 
aus drei beliebigen Punkten gebildeten algebraischen Producte zweiten 
Grades einer Potenz des äusseren Productes dieser drei Punkte gleich ist*). 
Mit Hülfe dieser Beziehung gelang es mir, indem ich durchgehends die 
algebraischen Grössen zweiter Ordnung (algebraische Producte zweiten 
Grades von Geradenstücken) als äussere Producte fünfter Stufe von alge- 
braischen Grössen zweiter Klasse (algebraische Producte zweiten Grades 
von Punkten) betrachtete, obige Grundgleichung sowie die anderen von 
Herrn Caspary angegebenen Umformungen des äusseren Productes von 
sechs Punktquadraten bedeutend einfacher abzuleiten. 

Dieselben Betrachtungen Hessen sich dann unmittelbar auf die alge- 
braischen Producte zweiten Grades von Punkten und Ebenenstücken an- 
wenden und ergaben hier Beziehungen, aus denen die von Herrn Hunyady 
a. a. 0. gefundenen Umformungen des äusseren Productes von 10 Punkt- 
quadraten ohne Hülfssätze aus der Theorie der Flächen zweiten Grades 
folgten. 

*) Diese Beziehung ist das Analogen zu der von Hunyady in seinem Aufsatze 
^Beitrag zur Theorie der Flächen 2. Grades", dieses Journ. Bd. 89, S. 47 flgd. abgeleiteten 
Gleichung (15.). 
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Von Interesse dürften die vorangeschickten vier allgemeinen Sätze 
der Ausdehnungslehre sein, von denen die ersten beiden sich wohl bei 
Gmssmann*) vorfinden aber meines Wissens bis jetzt diese Deutung nicht 
erfahren haben, und deren Beweis bei Grassmann ziemlich umständlich ist. 

Im Nachfolgenden bezeichnen a, b, c, d, . . . gewöhnlich Punkte, 
A, B, C, D, . . . GeradenstUcke (Linientheile), «, ß, y, J, . . . Ebenenstücke 
(Flächentheile) und a, b, c, b, . . . Zahlen. Ferner sollen die Factoren eines 
äusseren Productes in eckige Klammern eingeschlossen, aber nur wenn 
Zweideutigkeiten möglich wären, durch Punkte getrennt werden; algebraische 
Producte werden durch blosses Nebeneinandersetzen der Factoren angezeigt. 

§1- 

Allgemeine Sätze der Ausdehnuugslchre. 

I. Ist in einem Hauptgebiete nter Stufe -4 = [aiOa-^aJ ^i^ ^on Null 
verschiedenes Product von r Grössen erster Stufe und B = [ßiß2..'ßs] ein 
Product von s Grössen (n—iyter Stufe^ so besteht für r'^s die Gleichung: 

[AB] = [A,B]C, + [A,B]C,+-^+[A^B]C,, 

worin -^,, -^2? • • •» ^p die äusseren Producte st er Stufe aus den Factoren 
öl, 02, . . ., a^ und Ci, C2, ..., C^ die sie ergänzenden Producte bezeichnen^ 
d, h. die äusseren Producte (r—syter Stufe aus denselben Factoren, für welche 
die Gleichungen [AiC,] ~ A gelten. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir zu a„ 02, . . ., a^ noch 
weitere n—r von diesen und unter einander unabhängige Grössen erster Stufe 
a«.^i, a^+2) •••) ^n an und bilden aus den n Grössen ai, a^, ..., a^ die 
äusseren Producte (w— «)-ter Stufe 

Ol, 02, • • •) A>,; 
dann ist die gleichstufige Grösse B aus ihnen ableitbar, etwa 

(1.) B = h,B, + h,B,+-'+h,B,. 

Die Producte Bi müssen mit A mindestens r—s Factoren gemeinsam haben. 
Sind also ß„ ^2? -m ^p diejenigen der obigen Grössen ß<, welche gerade 

r—s Factoren mit A gemeinsam haben, (ihre Anzahl ist p = ( ^ )'^(0)' 
so wird 

[AB] = h,[AB,]+b,[AB,]+-^ + %[AB,] 

♦) Ausdehnungslehre vom Jahre 1862, § 3 No. 172, 175. 

30» 
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sein, da die übrigen Producte, in denen die Factoren A und Bt mehr als 
r—s Factoren gemeinsam haben, Null sind. 

Nun bilde man aus den Factoren ai, 02, . . ., a^ von A die äusseren 

Producte «ter Stufe, (ihre Anzahl ist (^j = pj und bezeichne sie mit 

Ai^ ^2? • • •? -^py 

ferner ihre ergänzenden Producte mit 

Da die Grössen ßi, ßa? • . •, Bp jetzt in der Form 

sich darstellen lassen, wo B[ aus jenen n—r Factoren von ß, besteht, die 
in A nicht vorkommen, so ist 

[ab;] = [^.a.c.ß;] = [aab:]c,^) = [^ß;]c,, 

daher 

(2.) [AB] = b,[^ß;]c,+B2[^ß;]C2+...+B,[^ß;]c,. 

Zur Bestimmung der Zahlen b< multipliciren wir die Gleichung (1.) mit A^. 
Da die Grössen A^ und Bi von ergänzenden Stufenzahlen sind, so kann 
nur jene der Grössen ßi, ^2? • • •? Bt niit -4, ein Product von geltendem 
Werthe liefern, welche alle nicht in Ai vorkommenden Factoren enthält, 
d. i. Bi = [CiB';]. Wir erhalten also 

[A,B] = b,[^,c,ß:] = b,[^ßa 

wodurch Gleichung (2.) in die zu beweisende Gleichung 
(3.) [AB] = [A,B]C,+[A,B]C,-\--^+[A,B]C, 

übergeht. 

Der obige Satz gilt auch dann, wenn a„ as, . . ., »r Grössen (»— l)-ter 
Stufe und /3i, /^j, . . ., /?, Grössen erster Stufe bezeichnen. Der Gang de& 
Beweises bleibt derselbe. 

IL Unter sonst denselben Annahmen wie in Satz I. sei jetzt s = r; 

dann besteht die Gleichung: 

[a^ß^] [a,ß,] . . . [arß^] 



[AB] = [aia2...ar.ßiß2...ßr] = 



[a^ßi] [a,ß2] . . . [Orßi] 

• • • 

• • • 



*) Vgl. 21,, § 132. Mit 81, soll, wie üblich, ff. Grassmanns Bearbeitung der Aus- 
dehnungslehre vom Jahre 1844, mit 81, jene vom Jahre 1862 bezeichnet werden. 



Müller, Anwendung der Grassmannschen Methoden. 



237 



Denn bildet man aus den wie vorher angenommenen Grössen ai, 02, . . ., a» 
die äusseren Producte («— l)-ter Stufe 



«1, Cf2, 



• • • 



, «n> 



WO «< alle Factoren mit Ausnahme von a, nnd in einer solchen Reihenfolge 

enthält, dass 

[a,a,] = [a,a2...oJ 

ist, so sind die Grössen ßi, /?„ . . ., ß^ aus o„ a,, . . ., «, ableitbar. Sei also 

{ ßi = Bii«i+t>i2«2+"- + B„a„ 
/?2 = ^2iai+^na2+"-+Ka», 



(4.) 



SO ist 



/^r = Kiai+^rit'i + --- + K«n, 



(5.) B = [ß,ß,...ß,] = 



Dil bi2 • . . bi^ 

Ü2I ^22 • • • ü 



2r 



[aia2...aj + 



bri b^ . . . b„ 

eine Vielfachensumme der eingewandten kombinatorischen Producte rter 
Stufe von «i, «2, ..., a^. Da aber «1, «2, ..., «^ Grössen (n— l)-ter Stufe 
sind, so stellen diese Producte in Bezug auf die Einheiten ax, 02, . . ., a^ 
Grössen (11— r)-ter Stufe dar, von denen mit Ausnahme von [aia2.«.«r] jedes 
einen der Factoren ai , 02, . . . , a^ enthält. Multiplicirt man daher Gleichung 
(5.) mit A = [aia2...ar]^ so sind alle Producte rechts mit Ausnahme des 
ersten Null, und man erhält 

bii bi2 ... bi,. 



[AB] = [aifl2...ör«/^l/^2.../^r] = 



'21 V22 



• • . 



'2r 



[^1 02 • - • ^r • ^1 ^2* • - ^r]* 



Örl br2 • . • b„ 

Zur Bestimmung der Zahlen b« multipliciren wir von den Gleichungen (4.) 

die für /?, mit «* (*^0; wegen 

[ö* «,] = und [a^ « J = [0102... a J 
folgt 

* [a,a,...an] 

Setzt man diese Ausdrücke für b^ in obige Determinante ein und bedenkt 
noch, dass wegen 

[a^a2...ar] = [aia2...aj'"~*[a^4.i...flj, 
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ist, SO folgt schliesslich die zq beweisende wichtige Gleichnng 

:[o.Ä] [a^ft.] . . . [o./?.] 
(6.) [a.«....a..Ä/?..../3J = IK'^J ^''^(^'^ ••' M] 

I • • 

III. In einem Hauptgebiete nter Stufe sei P eine einfache Grösse 
ater Stufe (d, h. ein äusseres Product ater Stufe eon Grössen erster Stufe) ^ 
Q eine einfache Grösse b ter Stufe (b'^s> n — a) und e eine Grösse erster Stufe, 
die P aber nicht Q angehört; dann gilt der Satz: 

[P.Q.e] = (-iriF[(?e]]. 

Da nämlich nach 2ti § 126 die beiden Grössen P und Q eine Grösse 
(a+6— «)-ter Stufe A gemeinsam haben, in der e nicht liegt, so kann man 
P und Q in den Formen darstellen 

P = [eP'Al 

Q = [Q'Al 

worin P' die Stufenzahl a— (a+6— ii)~l=« — 6—1 und Q' die Stufenzahl 
6— (a+6— n) = 11— o besitzt. Dann folgt 

[PQe] = [eP'A.Q'A.e] = [eP'Q'A][Ae] 
und 

[P[Qe]] = [eP'A.Q'Ae] = (-ly-'lP'Ae.Q'Ae] = (-iy^'[P'Q'Ae][Ae] 

= (^iy-\^ir-^[eP'Q'A][Ae] = (^iy^<^[eP'Q'Ä\[Ael 
daher 

[P[Qe]] = (-1/^«[P(?6] 
oder 

(7.) [PQe] = (-l)"-[P[(?e]]. 

IV. Bezeichnen Fi, P2, ..., F^ Grössen (n— l)-ter Ste/fe tinflf c etiic 
Grösse erster Stufe in einem Hauptgebiete nter Stufe, dann lässt sich das 
Product 

in ein Product von r— 1 durch e gehende Grössen (n—iyter Stufe auf nach'- 
folgende Weise umformen. 
Da nach Satz I. 

[F,P,.e] = [P,e]P,-[P,6]P, O.* = 1.2,....r;.^0 

ist, so darf man in dem Producte [P1P2...PJ irgend einen Factor P^ durch 
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[PiPj^.e] ersetzen, wenn man gleichzeitig durch —[Piß] dividirt. Nimmt 
man eine solche Ersetzung bei jedem Factor mit Ausnahme des letzten P^ 
vor, so erhält man 

[P,P2...Pr] = (-iy-'[Pie][Pje].,,[P,e] [PiPi^'^2Pje...Pr^iP,e.Prl 
mithin 

[PiP2...P,.ß] = (-iy-i[p.e][Pje],..[Pue] [PiPi^'P2Pje...Pr-iPke.Pre]. 

Nun ist [PiPie,P2Pje...Pr^iPj,e] als Product von r—l Grössen (»— l)-ter 
Stufe, die durch e gehen, nach Sl^ § 138 eine Grösse (»— r+l)-ter Stufe, die 
e enthält, P^ hingegen eine Grösse («— l)-ter Stufe, die e nicht enthält, daher 
nach Satz III. 

[P,P,e.P2Pie...Pr^,P,e.Pr.e] = (-lX-^[PiP,e.P2P,.e...P,_iP*c][F,4 

Hierdurch geht die letzte Gleichung schliesslich ttber in 

(8.) [riP2...P^.6j = rp nr^ n rp"^ [Pl P|^' P2P;ß' • • Pr-1 '* ^J* 

Dass bei dieser Umformung gerade der letzte Factor nicht ersetzt wurde, 
ist unwesentlich, da in dem Producte [PiP2...Pr] durch Factoren vertauschung 
(mit oder ohne Zeichenwechsel) jeder Factor an die letzte Stelle gebracht 
werden kann. 

§ 2. 

Ableitung der Gleichungen: 

laKb^.c^.2ab.2ac.2bc] = labe]* 

lA^.B^CKAB.AC.BC] = [abcy. 

Wir betrachten zuerst die algebraischen Producte zweiten Grades 
von Punkten und GeradenstUcken der Ebene. Nehmen wir in ihr irgend 
drei nicht in einer Geraden liegende Punkte ^i, ^2? ^3 als ursprüngliche Ein- 
heiten an, so sind alle Punkte der Ebene aus ihnen ableitbar; so z. B. 

a = 0101 + 0262 + 03^37 

(9.) \ b = 6161 + 62^2+6363, 

C = Ci 61 + C2 62 + C3 63 • 

Die algebraischen Producte zweiten Grades der Punkte der Ebene, die wir 
„Grössen zweiter Klcuse'^ nennen wollen, wie 

a\ b\ c\ 2 ab, 2ac, 26c, 
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sind dann ans den entsprechenden Prodacten der ursprünglichen Einheiten 
die wir mit 

^in ^? ^33? ^12» ^13? ^23 

bezeichnen und die y^ursprünglicken Einheiten zweiter Klasse^ nennen wollen, 
abgeleitet. Da diese sechs Producte von einander unabhängig sind, so 
bilden die Grössen zweiter Klcisse in der Ebene ein Gebiet sechster Stufe. 

Nehmen wir das äussere Product der ursprünglichen Einheiten zwei- 
ter Klasse 

\e\ • ^2 • ^3 • ^ ^1 ^2 * ^e\ e^ • u e2 e^\ ^^ 1 

an, dann ist das äussere Product von irgend sechs von einander unabhän- 
gigen Grössen zweiter Klasse ein bestimmter Zahlenwerth. Wir wollen nun 
ermitteln, welcher Zahl das Product 

P = [a\b\c\2ab.2ac.2bc] 
gleich ist. 

Sei 

(10.) a! = aa+bfe+cc 

irgend ein anderer Punkt der Ebene und 

F' = [a!\b\c\2a!b.2a'c.2bc] 

das Product, welches aus P dadurch hervorgeht, dass a' statt a gesetzt wird 
dann ist wegen 

a'^ = a'aHb'6'+c'c'4-ab2a6+ac2ac4-bc26c, 

2a! b = 2b6' +a2a6 +c26c, 

2a c = 2c c' +a2flc +b26c, 

und da man bei der Bildung von P' in diesen drei Grössen die Summanden 
6^, c^, 26c, welche noch als weitere Factoren hinzutreten, weglassen darf, 

P' = [(a'aHab2o6 + ac2ac).6\c\a2a6.a2ac.264 

oder mit nochmaliger Anwendung desselben Satzes auf die Summanden 
2ab und 2ac des ersten Factors, 

P' = [(x^d\b\c\(i2ab.(i2ac.2bc] 

= (k\a\b\c\2ab.2ac.2bc] 

= a'P. 

Setzt man hierin für a den aus (10.) sich ergebenden Werth -pr^ ein, 
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SO folgt 

p, _ [a'bcy 

^ [abcy '^ 

oder 

[a'fcc]* ^ [abcy ' 

d. h. der Werth des Ausdruckes 

P 

[ahcy 

bleibt unverändert, wenn man irgend einen der drei darin auftretenden Punkte 
durch einen beliebigen anderen der Ebene ersetzt. Er wird also auch un- 
verändert bleiben, wenn man alle drei Punkte durch beliebige andere er- 
setzt. Wählt man für sie insbesondere die ursprünglichen Einheiten 61, ^2, 63, 
für welche sowohl [^162^3] als P der Einheit gleich sind, so folgt 

oder 

(11.) [a\b\c\2ab.2ac.2bc] = [abcy. 

Diese wichtige Gleichung macht uns von den ursprünglichen Einheiten 
unabhängig, indem wir bei der Ausrechnung irgend eines Ausdruckes nicht 
auf sie sondern nur auf die algebraischen Producte irgend dreier Punkte 
zurückzugehen brauchen. 
Setzt man 
(12.) [e^e^] = El, [e^e,] = E,, [e^e,] = E2, 

so sind £1, £?2) E^ die ursprünglichen Einheiten für die Geradenstücke der 
Ebene, daher die Geradenstücke 

A = [bc\ B = [ca\ C = [ab] 
aus ihnen ableitbar. 

Zwischen den Einheiten e^ und Ei bestehen, wie man aus (12.) er- 
sieht, die Beziehungen 

(13.) [e^E,]=^l, [^,EJ = 0. 

Die algebraischen Producte zweiten Grades der Geradenstücke der Ebene, 
die wir ^yOröseen zweiter Ordnung/^ nennen wollen, wie 

A\ B\ C, AB, AC, BC, 

sind dann aus den entsprechenden Producten der ursprünglichen Einheiten 

1^1, iSi, ilrj, /2/i/i2? ^1^3? -C^j/ia, 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 3. 31 
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die wir mit 

U' C 15' IT JS* U* 

-^11? ^22» -«2/33, XI^i27 ^13^ ^23 

bezeichnen und die y^ursprünglichen Einheiten zweiter Ordnung^ nennen wollen, 
abgeleitet. Da diese sechs Prodacte von einander anabhängig sind, so 
bilden auch die Grössen zweiter Ordnung in der Ebene ein Gebiet sechster 
Stufe, und wenn man 

ri?2 172 172 l?E' 171? TP J? 1 1 

[Jl/l, Mit 2» i^ 3 »1^/1*^2 •■^l-^Z» ^2*^5} ^^ ■*■ 

setzt, so findet man für die Grössen zweiter Klasse wie oben 

[A\B\e.AB.AC.BC\ = [ABC]\ 

oder da nach Sli § 144 

[ABC] = \abcY 
ist, 

(14.) [A\B\e.AB.AC.BC\ = [a6cj 



18 



§ 3. 

Grundbeziehungen zwischen Grössen zweiter Ordnung und Grössen zweiter Klasse in der Ebene. 

Ans der von Grassmann in Bd. 84 d. J. S. 277 gegebenen Definition 
des Productes einer Grösse mter Klasse mit einer Grösse mter Ordnung 
folgt fUr das Product einer Grösse pq zweiter Klasse mit einer Grösse PQ 
zweiter Ordnung die Definitionsgleichung 

(15.) [pq.PQ] = [P^]C^g]+[P(?][^/'] . 

Für die Producte der ursprünglichen Einheiten folgt daraus, dass 

[CikEij,] = 1 0' fc = 1, 2. 3; i ^ *) 

und alle übrigen Producte Null sind. 

Mit Benutzung dieser Formeln, die man auch als Definitionsgleichungen 
betrachten kann, lässt sich das Product einer Grösse zweiter Klasse mit 
einer Grösse zweiter Ordnung ausrechnen. Bemerken wir nun mit Herrn 
Caspary*)^ dass diese Regeln für die Multiplication der Einheiten zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse in die der inneren Multiplication der Einheiten 
zweiter Klasse übergehen, sobald man 



*) 1. c. S. 139. 
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setzt, wo nach Grassmann \ea das äussere Product der fUnf Übrigen Ein- 
heiten zweiter Klasse and zwar in solcher Reihenfolge bezeichnet, dass 

[eik\eik] = 1 
ist; dann kann das Prodnct einer Grösse zweiter Klasse mit einer Grösse 
zweiter Ordnung gebildet werden, indem man in letzterer En = \eat setzt 
und nach den Gesetzen der äusseren Multiplication verfährt. Nimmt man 
dies stets an, so sind die Einheiten En^ und mithin alle Grössen zweiter Ord- 
nung als äussere Producte fünfter Stufe von Grössen zweiter Klasse zu be- 
trachten. 

Auf dieser Anschauungsweise, welche von Grassmann herrührt*), be- 
ruhen die nachfolgenden Auseinandersetzungen. 

Eine erste Folge davon ist, dass wir in dem Producte [pq.PQ] der 
Gleichung (15.) die beiden Factoren nur mit Zeichenwechsel vertauschen 
dürfen, da PQ eine Grösse von ungerader Stufenzahl ist. Wir haben daher 

[PQ.pg] = -[pg.PQ] = - LEDMl^m 
oder 

(15^) [PQ.pg] = - ^'P^^O,]+m[Qp] . 

Nehmen wir nun wie in § 2 wieder irgend drei nicht in einer Geraden 
liegende Punkte a, b, c an und setzen 

[ab] = C, [bc] = A, [ca] = ß, 

so sind A^y B^, C^, AB, AC, BC Grössen fünfter Stufe. Nennt man diese 
sechs Grössen bezw. entsprechend den Grössen 

a\ b\ c\ 2ab, 2ac, 2bc, 

so folgt aus der Definitionsgleichung (15.), dass das Product zweier ent- 
sprechender Grössen, wie[aM'], [b'B'l [c'C'l [2ab.ABl [2ac.ACl [26c. ßC] 
immer [abcj^ das Product zweier nicht entsprechender hingegen Null ist. 

Da nun z. B. die Grösse fünfter Stufe A^ mit jeder der Grössen 
6^, c% 2ab, 2ac, 2bc äusserlich multiplicirt Null giebt, so gehört sie dem 
durch diese fünf Grössen bestimmten Gebiete fünfter Stufe an, und es be- 
steht mithin eine Gleichung 

A" = a[b\c\2ab.2ac.2bcl 

wo a eine zu bestimmende Zahl bedeutet. Zu ihrer Ermittelung multipli- 



♦) d. J. Bd. 84, & 283. 
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ciren wir die Qleichang mit a^. Wir erhalten 

[aM^ = a[a\bW.2ab.2ac.2bc] 
oder wegen 

[d'A'] = [abcY 
and Gleichung (ll.)> 

[abcY = a[abc]*, 

woraus 

_ 1 

" ~ [abcY 

folgt. Es besteht mithin die für das folgende wichtige Gleichung 

(16\) A^ = -j^^[6^c^2a6.2ac.26c]. 

Analog ergeben sich die Gleichungen: 

(16^) ß* = - .J , [a\c\2ab.2ac.2bcl 

(16«.) C = -j^^[a\b\2ab.2ac.2bcl 

(16".) ^ß = -j^^[a\b\c\2ac.2bcl 

(16*.) ^C = -j^^[a\b\c\2ab.2bcl 

(16'.) ßC = — ^^~rr[a\b\c\2ab.2ac]. 

Hieraus erhält man durch Multiplication der ersten beiden Gleichungen 
nach ^1 § 132 

[A^B'] = — ^^^{bW.c\2ab.2ac.2bc][c\2ab.2ac.2bc] 

oder, da der erste Factor nach Gleichung (11.) —[abc]* ist, 

(17\) [A'B'] = [c\2ab.2ac.2bc]. 

Analog würden sich 14 andere Gleichungen ergeben, von denen wir nur 

(17^) [AB.AC] = [a\b\c\2bc] 

anfuhren. 

Aus der Multiplication von (17\) mit (16'.) folgt 

[A^B'C^] = j^^[a\b\c\2ab.2ac.2bc][2ab.2ac.2bc] 
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oder wegen Gleichung (11.) 

(18\) [A'B'C'] = [abcf[2ab.2ac.2bc]. 

Analog ergiebt sich ans den Gleichungen (16'.) und (17**.) 

(18*.) [AB.AC.BC] = -[o6cP[o*6V]. 



§4. 

Umformungen des Ausdrucks [a^dVcP«^'*]. 

Bezeichnen rf, e, f drei andere nicht in einer Geraden liegende 
Punkte, und wird 

[rfe] = F, [en^D, [fd]^E 

gesetzt, so ist nach (18**.) 

[DE.DF.EF] = -[defJlfPeY] 
oder, wenn man diese Gleichung mit (18^) multiplicirt, 

(19.) [AB.AC.BC.DE.DF.EF] = [abcJ[defY[a'b'c'd'e'f']. 
Ferner ergiebt sich durch Multiplication von Gleichung (18**.) mit [(Pe^f^ 

[[AB.AC.BC][(Pe'f']] = -[a6cP[a'6V(feY^; 

da auf der linken Seite das Product dreier Grössen fünfter Stufe mit dem 
Producte dreier Grössen erster Stufe in einem Hauptgebiete sechster Stufe 
zu multipliciren ist, so kann dieser Ausdruck nach § 1, Satz II als Deter- 
minante 

[AB.iP] [ACdf^] [ßC.cf] 

[AB.e'] [AC.e'] [BC.e'] 
[AB.f] [AC.f] [BC.f] 

geschrieben werden. Formt man deren einzelne Elemente nach (15*.) um, 
so erhält man die Gleichung 

[Ad][Bd] [Ad][Cd] [Bd][Cd] 
(20.) [Ae][Be] [Ae][Ce] [Be][Ce] 

[AniBf] [Anicf] [Bnm 

Bevor wir zu einer wichtigeren Umformung übergehen, soll eine kurze Be- 
merkung gemacht werden. 

Bezeichnen P, Q, R Geradenstttcke und p einen Punkt, so sind die 
algebraischen Producte PQ und PR Grössen fünfter Stufe und p^ eine 



= [abcJla'b'c'dl'e'f']. 
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Grösse erster Stufe. Nach § 1, Satz I ist also 

[PQ.PR.p'] = [PQ.p']PR-[PR.p']PQ 

oder, da zufolge (15\) 

[PQ.p^ = -[Pp][Qpl 

[PR.p^] = -[Pp][Rp] 
ist, 

[PQ.PR.p^] = -[Pp][Qp]PRHPp][fip]PQ = [Pp]P(-{.Qp]RHRp]Q)' 

Da hierin wieder nach § 1, Satz I. 

zu setzen ist, so folgt schliesslich die Gleichung 

(21.) [PQ.PRpl = ''[Pp]nQ'R'Pl 

welche öfter Verwendung findet. 

Multipliciren wir* jetzt (18^) mit d^, so lässt sich in der erhaltenen 
Gleichung 

[AB.AC.BC.d'] = -[abcJla'b'c'd'] 

das Product linker Hand nach § 1, IV umformen und giebt 

[AB.AC.BC.iP] = [lAB.AC.d^[AC.BC.in]jj^^^L^ 

oder, da nach Qleichnng (21.) 

[AB.AC.d^] = -[Ad]A[B.C.dl 

[AC.BC.(P] = -[Cd]C[A.B,dl 
und nach (15*.) 

[AC.d^ = -[Ad\[Cd\ 
ist, 

[AB.AC.BC.tT] = -{A[B,C.d].C[A.B.d]\. 

Da hierin mit Berücksichtigung von 

A = [bei B = [co]. C = [06], 

[ßC] = [ca.ah] = [abc\a 
und 

[AB] = [bc.ca\ = [abc\c 
zu setzen ist, so folgt 

[AB.AC.BC.d^] = -[abdf{[bc][ad\.[ab'\{cdW 

= [a6cy[[o6][c<].[6c][arf]]. 



(23.) { 



(24) 



= '-[abcY[2ab.2ac,2bc.de,df.ef]. 
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mitlim 

(22.) [a'b'cU^ = -[[ab][cd].[bc][ad]r). 

Dnrch Multiplication dieser Gleichung mit [e*/^] erhält man eine neue Um- 
formung unseres Productes von sechs Punktquadraten, nämlich 

[a'b'c'd'e'f] = -l[ab][cd].[bc][adl[e' f']] 

oder nach Anwendung von § 1, II auf die rechte Seite 

[a'b'c'd^e^n = -[[fl6][crf].e^][[6c][arf]/^]+[[a6][crf].n[[6c]M 

= -[abe][cde][bcf][adf]+[abf][cdf][bce][adel 

Eine weitere Umformung unseres Productes erhält man aus Gleichung (18*.), 

[A'ß'C'] = [abcj[2ab.2ac.2bcl 

indem man sie mit [de.df.ef] multiplicirt, das entstandene Product linker 
Hand nach § 1, II als Determinante schreibt und deren Elemente nach 
(15*.) umformt: 

[Ad-\[Ae] [Bd][Be] [Cd][Ce] 
[Ad][Ar] [Bd^Bf] [CdICf] 
[AeJAf] [Be][Bf] [Ce^Cß 

Man sieht leicht, dass die Determinante links identisch ist mit der in Glei- 
chung (20.) auftretenden, und schliesst daraus, dass 

[a'fc'c'd'eV^] = '-[2ab.2ac.2bc. de. df.ef] 
oder 

(25.) [a'b'^c'd'eY] = -S[ab.ac.bc.de.df.ef]**). 

ist. 

Schliesslich erhält man aus Gleichung (18*.) 

[A'B'C] = [abcY[2ab.2ac.2bc] 
und der analogen 

[D'E'F^ = [defY[2de.2df.2ef] 

durch Multiplication 

[A'B'C'D'E^f] = [abcj[defj[2ab.2ac.2bc.2de.2df.2ef] 

oder mit Bezugnahme auf Gleichung (25.) 

(26.) [A'B'C'D'E'f] = ^8[abcY[defJ[a'b'c''d'eYV*'')' 

*) Vgl. Caspary^ dieses Journal, Bd. 92, S. 141, Gleichung (68.), wo das Ergän- 
zungszeichen unrichtig ist. 

**) Vgl« Caspary, 1. c. S. 144, woselbst der Coefficient 8 fehlt. 
♦**) Vgl. Pasch, dieses Journal, Bd. 89, S. 248 Gleichung (3.). 
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§5. 

Orandbeii^boAgeit zviv^ben Grö^htn zw^tlter Ordnuixg uni Gr-vssea zveiier KUsse ia Baoae. 

Nehmen wir im Raame irgend Tier Punkte ^x, e^^ e,. e«, die nicht in 
einer Ebene liegen, als ursprüngliche Einheiten an, so sind alle Punkte 
des Kanmes aus ihnen ableitbar: so z. B.: 

b = b,ei+b2e2+b3C,+b4e4, 

c = c,e, + C2e2+C3ej-f c^e*. 

rf = b,ei+b2e^+b3e34-b4e4. 

Die algebraischen Producte zweiten Grades aller Punkte« die wir wieder 
y/Srö$$en »weiter Kla$$^ nennen, wie 

a\ h\ c\ d\ "lab, 2ac, 2ad, 2bc, 2bd, 2cd, 

sind dann aus den entsprechenden Producten der ursprünglichen Einheiten 

^19 ^9 ^1 ^49 ^^1^29 ^^1^9 ^^1^4? ^^^39 ^^^49 ^^^49 

die wir mit 

^119 ^229 ^i39 ^449 ^12< ^13? ^149 ^239 ^49 ^34 

bezeichnen und die ffUrsprünglichen Einheiten »weiter Klas^e^ nennen wollen, 
abgeleitet 

Da diese 10 Producte von einander unabhängig sind, so bilden die 
Grö$$en »weiter Klasie im Räume ein Gebiet »ehnter Stufe. 

Ganz analog wie in § 2 findet man hier, dass 

(27.) [ä\h\c\d'.2ab.2ac.2ad.2bc.2bd.2cd\ = [abcdf"") 
ist, sobald 

L^l 1^22 ^33 ^44 ^12 ^13 ^14 ^23 ^24 ^34] = 1 

gesetzt wird. 

Die vier durch ei, 62, 63, e^ bestimmten Ebenenstttcke 

61 = L^2 63^4ji 
*2 = L^3 ^1 ^4j9 
*3 =^ \ßl^2^*\i 

. ^4 = [^öaCi] 



(28.) 



*) Diese Gleichung ist identisch mit Gleichung (16.) bei Hunyady, dieses Journal 
IJd. 89 8. 60. 



{ [aa] = 
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sind die ursprünglichen Einheiten für die Ebenenstttcke des Raumes, daher 
die Ebenenstttcke 

(29.) a = [6crf], ß^[cadl ;^ = [a6rf], d = [cba] 

aus ihnen ableitbar. 

Zwischen den Einheiten e, und £. bestehen, wie man sieht, die Be- 
ziehungen 

(30.) [e,€j = l, [6,6j = 0, 

und zwischen a, b, c, d und a, ß, y, J, wie gleich hier erwähnt werden 
soll, die Beziehungen 

[aa] = [6/3] = [ey] = [rfJ] = [afccrf], 

[aß] = [ar] = [ad] = [6a] = [6;^] = ... = 0. 

Die algebraischen Producte zweiten Grades aller Ebenenstttcke des Raumes, 
die wir „Grössen zweiter Ordnung^ nennen, wie 

«', ß", f, ^, «/?, «y, < ßr, M r^ 

sind demnach ans den entsprechenden Prodncten der ursprünglichen Einheiten 

2 2 2 2 

*1? *2j ^37 *4? *1^2i ^1^3} *1*4? ^2*3? *2 *4? *3^4j 

die wir bzgl. mit 

«11, «22? *33? *44l ^121 ^13? ^14? ^23? ^24? *34 

bezeichnen und die y^ursprünglichen Einkeilen zweiter Ordnung'^ nennen wollen, 
abgeleitet. 

Die Grössen zweiter Ordnung im Räume bilden ebenfalls ein Gebiet 
zehnter Stufe, und wenn man 

[fjl «22*33*44*12* 13*14 ^23*24*34] ^^ 1 

setzt, so ist wieder 

[a\ß'.Y\d\aß.aY.ad.ßy.ßd.Yd] = [aßydj 
oder, wegen 

[aßyd] = [abcd]\ 

(32.) [a\ß\f.d\aß.aY.ad.ßy.ßd.Y<i] = [abcd\\ 

Definiren wir analog wie in § 3 das Product einer Grösse pq zweiter Klasse 
mit einer Grösse mp zweiter Ordnung durch die Gleichung 

(33.) [pq.n<p] = tP>»][gy]+[P'i^][H ^ 

SO können wir wie dort schliessen, dass die Multiplication als äussere auf- 
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zafassen ist, bei der 

gesetzt warde. Die Grössen zweiter Ordnung im Räume sind demnach als 
äussere Producte neunter Stufe von Grössen zweiter Klasse zu betrachten. 

Demzufolge sind auch hier die Factoren des Produetes [pj.^iy] nur 
mit Zeichenwechsel vertauschbar. Wir haben daher 



oder 



(33-0 






In vollkommener Analogie mit § 3 ergiebt sich weiter: 

1 



(34.) 



a' = 



[abcd] 
1 



jr[b\c\d\2ab...2cdl 



^' = -^-^[a^c^rf^.2a6...2crf], 
^ = -^^[a^6^rf^.2a6...2cd], 
^' = ~-[^j^[a^6^e^2a6...2crf], 

«/^ = -^^[a^6^c^rf^2ac...2crf], 

etc. 

und hieraus folgen durch Multiplication eine Reihe andererer Gleichungen^ 
von denen wir nur 



(35.) [a'ß'fS'] = [abcdj[2ab.2ac.2ad.2bc.2bd.2cd] 



und 



(36.) [afi.arM(i.ßy.lS(i.yd] = [abcdJlä'b'e'd'] 

anfuhren wollen. 

§6. 

Umformung des Ausdrucks ^ = [a^b^c^d^e^f^g^h^i^k^']. 

Durch Multiplication der Gleichung (36.) mit dem äusseren Producte 
[ey^gf^Ä^i^A^ von sechs Punktquadraten erhält man die Gleichung 

(37.) [abcdyj = [[aß.ar.aS.ßy.ßS.yd][eYg'h'fk']l 

die identisch mit Gleichung (17.) des Herrn Hunyady I. c. ist; denn schreibt 
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man das Product rechter Hand nach § 1, II als Determinante und formt 
deren einzelne Elemente nach Gleichung (33*.) um, so gelangt man zur 
Determinante : 

[ae][ße] [aej^e] [ae][de] [ße][re] [ße][de] [re][de] 

MW] Wirf] Mm [ßf][rf] [ßnm [rnm 

• • • • • • 

• • • • • • 

[ak][ßk] [akjlrk] [ak][dk] [ßkjlyk] [ßk][Sk] [r^pk] 

die sich nur in der Bezeichnung der Punkte von ^1234 des Herrn Hunyady 
unterscheidet. 

Eine andere Umformung ergiebt sich aus der Darstellung eines 
Productes von fünf Punktquadraten als Product von fünf Ebenenpaaren, zu 
der wir nun übergehen wollen. 

Aus Gleichung (36.) folgt durch Multiplication mit e^: 

Das Product links formen wir nach § 1, IV folgendertiiassen um: 

r«/9 «V «rT /9v /9ry vrT P^l ~ [[ «/»■«y.e'] [ay.aSx^] [ad,ßS,e'] [ßy.ßd.e^^ [ßS.yi.e^] [yS^e^ 
\ap.aY.ao.pY^po.yo.e] - [^i [a^.^'J [/S^.e'] [/S^.e^ [y^.e'] 

oder, da analog mit Gleichung (21.) 

(38.) {ncp.TiQ.p^'] = — [^p]7?[9?.(>.p], 

mithin 

[aß.ay.e^ = — [«e]a[/3.y.e], 

[ad.ßd.e^-] = -[de]d[a.ß.e\ 

[ßy.ßd.e^-] = --[ße]ß[Y.d.e\ 

[ßd.yd.e''] = -'[de]d[ß,y.e'\ 
und 

[ay . e^] = — [ae\ [;^e], {ad.e^'] = — [ae] [de\ etc. 
ist, 

[aß.ay.ad.ßy.ßd.yd.e''] = pgpjfjg [«[/?.y.e].«[y.(^.ß].c^[«./5.e]./y|>.(y.e].(y[/V.e]]. 

Ersetzt man hierin den Factor ß{y»d\e\ durch 

[y^d.e]{[ae'\ß^[ße]a), 

indem man gleichzeitig durch \ae\ dividirt, so lautet die gesuchte Gleichung, 

32» 
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da nach § 1, I 

[ae]ß-[ße]a = [a.ß.e] 

ist, 

[abcdy[a'b'c'd'e'] 

^ [ae][ße][re][8e] [«[/^'^g]'«[^^'g]^^[«'/^'g]'[^^'g][«'/^^g]^^[/^^^g]I 

Damit rechts nur die Punkte a, b, c, rf, e auftreten, ersetzen wir a, ß, y, d 
nach (29.). Hierdurch erhalten wir schliesslich 

r [abcd][abde][bcde][cade][cbae][ä'b^c'd'e'] 

[ r= [[arfe] [bcd] . [afte] [bcd] . [crfe] [a6c] . [abe] [cde] . [arfe] [a6c]]. 

Aus dieser Darstellung eines Productes von flinf Punktquadraten ergeben 
sich zwei Umformungen unseres Productes J. Multipliciren wir einmal 
Gleichung (39.) mit [rg'h'fk'l so folgt 

{[abcd] [abde] [bcde] [cade] [cbae] J 
= [[ade][bcd].[abe][bcd].[cde][abc].[abe][cd^^^ 

identisch mit Gleichung (25.) des Herrn Hunyady 1. c; denn das Product 
rechts nach § 1, H als Determinante entwickelt giebt die von ihm mit 
^12345 bezeichnete Determinante. 

Da ferner zufolge (39.) auch die Gleichung 

besteht, so folgt aus der Multiplication dieser Gleichung mit (39.) 

[abcd] [abde] [bcde] [cade] [cbae] [fghi] [fgik] [ghik] [hfik] [hgfk] J 
(41.) { = \^ade][bcd\[abe][bcd\[cde][abc].[abe][cde\[ade][abc] 

\ßk][gh(]\fgk][ghi]lhik][fgh].[fgk][hi^^^^^ 

welche Gleichung identisch mit Gleichung (27.) des Herrn Hunyady ist. 

Um schliesslich das Product von sechs Punktquadraten als Product 
von vier Ebenenpaaren darzustellen, multipliciren wir Gleichung (39.) mit f^. 
In der sich ergebenden Gleichung 

[abcd] [abde] [bcde] [cade] [cbae] [a'b^c'd'eY] 

= [[ade] [bcd]. [abe] [bcd] . [cde] [abc] . [abe] [ cde] . [ade] [abc] . /^] 

formen wir die rechte Seite, nach Vertauschung des dritten und vierten 
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Factors, wieder nach § 1, IV um. Sie erhält die Form 

[[[ade][6c<q.[a6e][ftcd].n-[[afce][fc c</].[a6e][cd e]./''].[[afce3[cde].[cde][a&c].r]-[[crfe3[afec].[ade][o6c]./'']] 

[[abe][bcd].f'][[abe][cde].r][[cde][abc].f'] 

oder, da nach (38.) 

[[adejbcd].[abe][bcd].f^] = -[bcdf][bcd][[ade].[abe].f] = -[bcdf][abed][bcd][aefl 
[[a6e][ftcd].[a6e][crfe].f ] = -[abef][abe][[bcd].[cde].f] = -[abef][bcde][abe][cdfl 
[[abelcde].[cdejabc].f'] = -[cdef][cde][[abe].[abc].f'\ = -[cdef][abec][cdelabfl 
[[cde][o6c].[flde][a6c].f ] = -[abcfjabc][[cde].[ade].f] = -[abcf][cade][abcldefl 

[[abe][bcd].r] = -[abef][bcdf^, 

[[abe][cde]. f'] = -[abef][cdef], 

[[crfe][o6c].f] = -[cdef][abcf] 
ist, die Form 

[[bcd][aerUabe]icdfUcde][abn.[abc][def]\ -^^^^^^^ ■ 

Die gesuchte Gleichung lautet daher 

r [[ftcd][aeA].[a6e][crf/].[crfe][a6/^].[a6e][rfe/"]] 

^ "-^ l = -[abcd][abef][cdef][ä'b'c''d'eY]' 

Multiplicirt man sie mit [g^h'^i^k'^] und schreibt dann die linke Seite als 
Determinante, so erhält man eine Gleichung, die mit Gleichung (21.) des 
Herrn Hunyady zu derselben Gruppe gehört. 

Aus dem Vorhergehenden dürfte auch zur Gentige die Anwendbar- 
keit derselben Methoden auf algebraische Grössen höherer Grade ersichtlich 
sein, z. B. zur Umformung des äusseren Productes von zehn Punktkuben 
der Ebene, worauf wir jedoch an dieser Stelle nicht weiter eingehen wollen. 

Königsberg i. Fr., December 1894. 
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lieber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie 
der algebraischen Functionen einer Variablen* 

(Von Herrn K, HenseL) 



Jöei den folgenden Untersuchungen will ich mich der Einfachheit 
wegen auf die algebraischen Functionen einer Veränderlichen beschränken, 
bemerke aber, dass sie auch für numerische Gleichungen, sowie für solche 
mit zwei und mehreren unabhängigen Veränderlichen Anwendung finden. 
Auf die bezüglichen Resultate werde ich in einer demnächst erscheinenden 
Arbeit näher eingehen. 

§1- 

Der grosste gemeinsame Theiler von rationalen und von conjugirten algebraischen Functionen. 

Es seien 

n ganze oder auch gebrochene rationale Functionen von x; dann ist eine 
andere rationale Function 3(x) dann und nur dann ein gemeinsamer Theiler 
jener Grössen ai, ..., a„, wenn sie in jeder von ihnen enthalten ist, wenn 

also die n Quotienten '^ / sämmtlich ganze Functionen von x sind. 

Jeder dieser Theiler ^(aj) ist in einer Function d(x) enthalten, welche 
der grösste gemeinsame Theiler von a,, . . . , a^ genannt und nach Kronecker^ 
Vorgange folgendermassen bezeichnet wird: 

d{x) = {a,{x\ ..., an(x))] 

umgekehrt ist auch jeder Divisor von d{x) ein gemeinsamer Theiler jener 
n Functionen. Um diesen Theiler d{x) zu bilden, denke man sich jede der 
Functionen ai(x) als Product ihrer Linearfactoren mit positiven oder nega- 
tiven Exponenten dargestellt, und nehme jeden von ihnen so oft in d{x) auf, 
als er in den n Functionen mindestens vorkommt. Aus dieser Darstellung 
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von d(x) folgt, dass jener Theiler dann und nur dann eine ganze Function 
von X ist, wenn dasselbe von allen Elementen ai, . . ., a„ gilt. Es kann 
aber d(x) bekanntlich auch ohne Kenntniss der Linearfactoren von a^, ..., a^ 
aus diesen allein durch das sogenannte Euklidische Verfahren also auf ra- 
tionalem Wege gebildet werden. 

Den rationalen Functionen stehen diejenigen am nächsten, welche 
gleich einer Wurzel aus einer rationalen Function sind, also in der Form: 



Va(x) = a(^xy 

dargestellt werden können. Einer bekannten Bezeichnungsweise folgend, 
will ich solche Functionen von x als WurzelfuncHonen bezeichnen, und zwar 
als ganze oder gebrochene, je nachdem der Radicand a(x) ganz oder ge- 

brechen ist. Die p conjugirten Werthe von a{xy unterscheiden sich nur um 
Constanten, nämlich um pte Wurzeln der Einheit, und es möge in jedem 

einzelnen Falle einer jener p Werthe für a^ willkürlich gewählt dann aber 
fllr den ganzen Verlauf der Untersuchung beibehalten werden. 
Selbstverständlich ist jedes Product von Linearfactoren 

d(x) = n{x-af 

mit beliebigen rational gebrochenen Exponenten eine Wurzelfunction in dem 
hier angegebenen Sinne, da rf(a?)> gleich einer rationalen Function von x ist, 
wenn q ein gemeinsames Vielfaches aller Nenner der Exponenten d ist. 
Sind nun 

n beliebige Wurzelfunctionen, und definirt man einen gemeinsamen Theiler 
d(x) von ihnen genau in der oben angegebenen Weise, so findet man, dass 
alle jene Divisoren d{x) zusammenfallen mit den sämmtlichen Theilem einer 
anderen Wurzelfunction: 

11 — 

d{x) = (di^s a2^% ..., a^), 

welche genau ebenso gefunden wird, wie der Theiler rationaler Functionen : 

1 

Man schreibt nämlich jede der n Wurzelfunctionen a^ als Product ihrer Li- 
nearfactoren mit positiven oder negativen rational gebrochenen Exponenten 
und nimmt jeden Linearfactor so oft in d(x) auf, als er in den n Functionen 
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ai(xyi mindestens vorkommt. Auch diese gemeinsamen Theiler können offen- 
bar ohne die Kenntniss der Linearfactoren von ai, . . . , a^ allein durch das 
Euklidische Verfahren gefunden werden. Der Theiler d(x) ist dann und 
nur dann eine ganze Wurzelfunction, wenn dasselbe von jedem der n Ele- 
mente ai, . . . , a„ gilt. 
Es sei 

d(x) = nix-a^^' 
irgend eine Wurzelfunction, d. h. es mögen die Exponenten J, positive oder 
negative rationale Brüche sein; dann will ich im Folgenden mit 

den grössten rationalen Divisor von d{x)^ d. h. die rationale Function von 
möglichst hohem Grade bezeichnen, welche noch in d(x) enthalten, für 

welche also der Quotient j^^ noch ganz ist. Offenbar ist dann: 

[d{x)] = n(x-^af^\ 

WO, wie gewöhnlich [d] die grösste ganze Zahl bedeutet, welche gleich oder 
kleiner als der Bruch J ist. Der Quotient: 

ist dann eine ganze Wurzelfunction, deren Exponenten sämmtlich positive 
echte Brtlche sind, und sie ist die ganze Wurzelfunction niedrigsten Grades, 
welche sich von d(x) um einen rationalen Factor unterscheidet. Daher 
soll Ä(rf(a:)) im Anschluss an eine bekannte Bezeichnung der Zahlentheorie 
der kleinste Rest von d(x) genannt werden. 

Eine Wurzelfunction, deren Linearfactoren sämmtlich positive echt 
gebrochene Exponenten haben, welche also mit ihrem kleinsten Reste über- 
einstimmt, soll eine reducirte ganze Wurzelfunction genannt werden, weil sie 
ganz ist und durch Division mit einer rationalen Function nicht weiter re- 
ducirt werden kann. 

Der Begriff der grössten gemeinsamen Theiler soll nunmehr auch 
auf conjugirte algebraische Functionen von x ausgedehnt werden. Es sei y 
mit X durch eine beliebige algebraische Gleichung verbunden, so kann die- 
selbe folgendermassen geschrieben werden: 

wo die Coefficienten ai(x), . . ., a„(x) beliebige rationale ganze oder ge- 
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brochene Functionen von x bedeuten. Sind a,, . . ., o» ganze Functionen 
von Xy so heisst y eine ganze algebraische Function von Xy weil in diesem 
und nur in diesem Falle y für alle endlichen Werthe von x ebenfalls end- 
lich bleibt Aus dieser Definition folgt, dass y in demselben Sinne alge- 
braisch ganz ist, wenn die Coefficienten a<(a;) irgend welche ganze atye- 
braische Functionen von x sind. 
Es seien nun 

Hu ^21 • • M t/n 

die n conjugirten Wurzeln jener Gleichung oder die n conjugirten Zweige 
der durch jene Gleichung definirten algebraischen Function. Ich nenne 
dann eine Function J von x einen gemeinsamen Theiler der n conjugirten 
algebraischen Functionen yi, ..., y^, wenn die n Quotienten: 

rf ' d ' • • •' s 
sämmtlich algebraisch ganz, d. h. flir alle endlichen Werthe von x endlich 

sind. Setzt man aber jene n Quotienten -^*-, ..., ^ beziehlich gleich 
^„ . . ., 7]^, so genügen sie der Gleichung: 

welche aus der Gleichung für y durch die Substitution y ^^rj hervorgeht ; 
jene n Quotienten sind also dann und nur dann algebraisch ganz, oder allent- 
halben endlich, wenn dasselbe für die n Quotienten: 

aXx) a^x) an{x) 



? ;u J 



• • • 



der Fall ist, wenn also d ein Theiler der folgenden Wurzelfunction ist: 

(1.) d(x) = (ai(x), a-iixy, a^{xy , ..., a^xY). 

Auch hier fallen also alle gemeinsamen Theiler der conjugirten Functionen 
(yii*"?yn) ™it den sämmtiichen Divisoren der Wurzelfunction d{x) zu- 
sammen, und aus diesem Grunde will ich die durch (1.) definirte Wurzel- 
function den grössten gemeinsamen Theiler der conjugirten Functionen 
(yii !^2, •••? y^ nennen, und ihn auch durch (y^, ^2? •••? y«) bezeichnen*). 



*) Ich bwnerke hier, dass jener Theiler natürlich mit dem idealen Theiler von 
(Hii *"•) t/n) zusammenfallt; ich habe aber von dieser Definition desselben absichtlich keinen 
Gebrauch gemacht, um den elementaren Charakter der hier anzugebenden Deductionen 
deutlicher hervortreten zu lassen. 
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Der grösste gemeinsame Theiler von conjugirten algebraischen Func- 
tionen von X ist also stets eine Wnrzelfunction, welche ans den Coefficienten 
ai(x\ ..., an(x) der definirenden Gleichung auf rationalem Wege bestimmt 
werden kann. Aus der Darstellung 

d(x) = (ai, 02% ..., <) 

ergiebt sich noch, dass die Nenner der in d(x) auftretenden gebrochenen 
Exponenten nur Zahlen der Reihe 1, 2, . . ., n selbst, also höchstens gleich 
dem Grade der Gleichung für y sind. Ferner ist jener Theiler dann und nur 
dann eine ganise Wnrzelfunction, wenn alle Coefficienten Oi, . • ., -a^ der Glei- 
chung für y ebenfalls ganz, wenn also y eine ganze algebraische Function 
von X ist. In jedem anderen Falle ist d(x) eine gebrochene Wnrzelfunction 
von X, in deren Nenner alle und nur die Linearfactoren vorkommen, welche 
Unendlichkeitsstellen von y entsprechen. 
Sind 

eine Reihe von conjugirten algebraischen Functionen von x, welche bezw. 
durch die Gleichungen: 

• • • 

• • • 

• • • 

definirt sind, so verstehe ich unter einem gemeinsamen Theiler jener con- 
jugirten Functionen jede Function ^ von x, flir welche alle Quotienten 



yi ** u>i 



d ^ d ' 



f ks=l, 2, ..., r \ 



algebraisch ganz, d, h. für jeden endlichen Werth von x ebenfalls endlich 
sind, und hieraus folgt ganz ebenso wie früher, dass die Function d dann 
und nur dann ein gemeinsamer Theiler jener algebraischen Grössen ist, 
wenn sie ein Divisor der durch die Gleichung: 

i- JL J_ J. J_ J. 

definirten Wnrzelfunction ist, welche aus diesem Grunde wieder der grösste 
gemeinsame Theiler der conjugirten Functionen y,, z^, . . .^ Wt genannt und als 
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solcher durch 

bezeichnet werden soll. Hieraus folgt also noch der folgende wichtige Satz: 

Der grösste geraeinsame Theiler von mehreren Systemen con- 
jugirter algebraischer Functionen ist stets eine Wurzelfun ction von 
X, nämlich gleich dem gemeinsamen Theiler derjenigen Wurzel- 
functionen, welche als grösste gemeinsame Theiler in den einzelnen 
conjugirten Systemen enthalten sind. 

§2. 

Die Elementartbeiler rationaler und algebraischer Systeme. 

Es sei zunächst 



/• = 1. 2 n\ 

\k= 1, 2, ,..,ih/ 



ein rechteckiges System von mn rationalen ganzen oder gebrochenen Func- 
tionen von X. Femer werden mit 

die grössten gemeinsamen Theiler bezeichnet, welche die Determinanten der 
ersten, der zweiten, der dritten Ordnung u. s. w. von (»,>) besitzen. Sind alle 
Elemente ganze Functionen von x, so gilt dasselbe von allen jenen Deter- 
minantentheilern ; im entgegengesetzten Falle treten unter jenen Theilern 
nothwendig auch gebrochene Functionen von x auf. 

Der Quotient je zweier auf einander folgenden Determinantentheiler 

Ei = -. (<=1, 2, ...,») 

heisst der ite Elementartbeiler des Systemes (a,^). Sie sind die eigentlichen 
Elementarinvarianten, aus denen die Determinantentheiler durch die Glei- 
chungen : 

Di = El . E2 . . . jE/ 

zusammengesetzt sind. 

Componirt man ein System (a,*) vorn und hinten mit je einem an- 
deren System (a^j,) bezw. (/J^), deren Elemente aber ganze rationale Functionen 
von X sein sollen, so erhält man ein neues durch die Compositionsgleichung : 

(«/*)(ö/*)(ÄO = (oft) 

33* 
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definirtes System (a^); jedes solches System soll ein Vielfaches von (a^t) 

genannt werden. Für diese Beziehung zwischen (a^) und (a^) besteht nun 
der folgende Fundamentalsatz, auf welchem die hier zu gebenden Resultate 
sämmtlich beruhen: 

Das System (a,*) ist dann und nur dann ein Vielfaches von (a,*), 

wenn jeder seiner Elementartheiler Ei ein Vielfaches des ent- 
sprechenden Elementartheilers jB, von (a^) ist, wenn also die 
n Gleichungen: 

Ei = MiEi • (< = i, 2,..., «) 

bestehen; und hier sind dann ifj, Jfs, •.., M^ ganze Grössen des- 
jenigen Bereiches, dem die Elemente der Systeme («), (a) und 
(ß) angehören. 
Ich habe für diesen wohl zuerst von Herrn Frobenim für ganzzahlige 
Systeme aufgestellten Satz im 114. Bande S. 109 — 115 dieses Journals in 
der Abhandlung „Ueber die Elementartheiler componirter Systeme" einen 
allgemeinen Beweis angegeben, welcher auch für beliebige Elemente a.*, 
speciell für den hier in Betracht kommenden Fall gilt, dass dieselben ganze 
oder gebrochene rationale oder algebraische Functionen von x sind*). 

Sind (a,i) und (a,J zwei Systeme, von denen jedes ein Vielfaches 
des anderen ist, so heissen sie äquivalent, und der obige Satz lehrt, dass 
zwei Systeme dann und nur dann äquivalent sind, wenn sie gleiche Elementar- 
theiler haben. 

Eine weitere einfache Folgerung aus jenem Satze ist der folgende: 
Jedes System (a^jt) ist dem aus seinen Elementartheilern £„...,£« 
gebildeten Diagonalsysteme 



iE.) = 




... 



2 • 






E. 



äquivalent. Dasselbe besitzt also dann und nur dann lauter ganze 
Elementartheiler, wenn alle Elemente (a.^) ganze Grössen sind. 



*) Der Fall, dass die Systeme (oa) und (a,jt) auch gebrochene Elemente enthalten, 
ist a. a. 0. nicht ausdrücklich erwähnt, jedoch bleibt der dort gegebene Beweis Wort 
für Wort bestehen, wenn die Elemente beider Systeme nicht ganze Grössen sind. 



• • • 



• • • 
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Es sei nun y eine beliebige ganze oder gebrochene algebraische 
Function von Xy welche durch die Gleichung: 

definirt ist, und es werden wie vorher durch yi, ..., y^ die n conjugirten 

Werthe von y bezeichnet. Ferner seien: 

y(i) y(2) ^ ^ ^ y(»i) 

n beliebige rationale Functionen von y und x, oder, was dasselbe ist, 
n Grössen des durch y constituirten Gattungsbereiches oder Körpers alge- 
braischer Functionen. Ich bezeichne jetzt allgemein durch: 

die n za Y^'^ conjugirten algebraischen Functionen, welche man also er- 
hält, wenn man in Y^'^ für y der Reihe nach y„ . . ., y, einsetzt, und ich 
betrachte das quadratische System: 

(yo) y{2) 
reo yc. 
yo> K<^> . . . Yi'h 

Greift man aus diesem Systeme irgend eine Unterdeterminante von einer 
beliebigen Ordnung h heraus, so ist sie ebenfalls eine algebraische Func- 
tion von Xy denn sie ist rational aus x und aus h unter den n conjugirten 
Functionen j/i, . . ., y^ zusammengesetzt. 

Betrachtet man jetzt weiter das vollständige System aller Unter- 
determinanten derselben Aten Ordnung so bleibt dasselbe ungeändert, wenn 
man irgend zwei conjugirte Functionen y^ und y, mit einander vertauscht; 
denn einer solchen Permutation entspricht ja die Vertauschung der rten 
und *ten Zeile in dem Systeme (Y^^). Daraus folgt aber, dass jenes System 
aus einer Anzahl von algebraischen Functionen nebst allen ihren Conju- 
girten besteht, denn das System enthält alle die algebraischen Functionen, 
welche aus einer jeden dieser Determinanten durch alle Vertauschungen 
der Grössen j/i, . . ., y„ hervorgehen, d. h. alle zu einer solchen Determinante 
conjugirten algebraischen Functionen. Hieraus ergiebt sich mit Hülfe des 
am Ende des ersten Abschnittes bewiesenen Satzes, dass der grösste ge- 
meinsame Theiler D* aller jener Determinanten Ater Ordnung eine Wurzel- 
function von x ist, welche aus den Coefficienten Oi, . . ., a^ der Gleichung 
für y rational bestimmt werden kann. 
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Bezeichnet man also wiederum mit A? A? • • •? ^n die Determinanten- 
theiler, mit jBj, Ej, . . . , E^ die Elementartheiler des algebraischen Systemes 
(Yi^)^ so sind beide Reihen von Functionen rational bestimmbare Wurzel- 
functionen von x, und aus den oben angegebenen Sätzen, welche, wie be- 
merkt, auch fllr algebraische Systeme gültig bleiben, folgt zunächst, dass 
jBi, . . ., jE„ dann und nur dann ganze Wurzelfunctionen sind, wenn alle 
Elemente Y^ ftlr jeden endlichen Werth von x endlich, wenn also Y^^\ ..., F^"^ 
sämmtlich gansse algebraische Functionen von x sind. 

Ich bilde nun die Theiler 

rfi(aj), ^2(0:), . . ., dn(x) 

der je n conjugirten algebraischen Functionen (Fi^^^ ..., F^^^), . . ., (Fi"\ ..., Fi"^), 
welche in dem Systeme (Y^*'^) in derselben Verticalreihe stehen; auch sie 
sind rational bestimmbare Wurzelfunctionen von x, und die Quotienten 

sind sämmtlich ganze algebraische Functionen von x. Hieraus folgt für 
die Systeme (Y^'^) und (Z]['^) die Compositionsgleichung: 

wo (rf.) das aus den n Wurzelfunctionen rfi, rfj, . . . , rf« gebildete Diagonal- 
system : 

rfi(aj), 0, . . ., 

(rf.) = I ^' ^^(a?), . . ., 

\ • • • 

ü, 0, . . ., d^x) 

bedeutet. Da das System (Z^^'^) lauter algebraisch ganze Elemente besitzt, so 
ist (Vi'O ^'^^ ganzes Vielfaches des Diagonalsystemes (rf,(a?)) in dem oben 
angegebenen Sinne des Wortes; nach dem a. a. 0. ausgesprochenen Satze 
sind demnach die Elementartheiler E^{x)^ ..., E^(x) von (Yi'O Vielfache 
der entsprechenden Elementartheiler e^(x\ ..., eX^) des Diagonalsystemes 

(rf.(*)). 

Die Elementartheiler eines beliebigen aus Wurzelfunctionen be- 
stehenden Diagonalsystems {di{x)) können leicht angegeben werden. Um 
zu entscheiden, wie oft ein bestimmter Linearfactor x—a in jedem dieser 
n Elementartheiler ei, ..., e„ enthalten ist, denke man sich die Elemente 
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rfi, . . ., rf„ von vornherein so geordnet, dass jede Function rf,(x) gerade 
diesen Linearfactor eben so oft oder öfter enthält als die vorhergehende 
d,_i(a?); dann leuchtet ohne weiteres ein, dass bei dieser Anordnung c,(a?) 
die gleiche Potenz von x—a enthält als d,(a:). Die Elementartheiler eines 
Diagonalsystemes (d<(aj)) enthalten also genau dieselben Linearfactoren und 
auch zu denselben gebrochenen Potenzen erhoben wie die Elemente rf,(a?); 
jedoch stimmen diese Theiler ^i, . . ., e^ im allgemeinen nicht mit den Func- 
tionen dl, ..., dn überein, vielmehr enthält der ete Elementartheiler c<(a;) 
jeden der Linearfactoren x—a von rfj, ..., d« in derjenigen Potenz, deren 
Exponent unter den in d^ . . ., d„ enthaltenen Potenzen von x—a der 
Grösse nach die ete Stelle einnimmt. 

Da das System (Vi*^) stets ein ganzes Vielfaches des aus den Theilern 
dl, . . ., d« von Y^^\ . . ., 7^"^ gebildeten Diagonalsystemes ist, so können die 
Elementartheiler ^i, . . ., e^ des letzteren höchstens gleich den Elementar- 
theilern Ei, . . ., E^ von (Fj^'^) sein. Besonders interessant und wichtig für 
das Folgende ist nun der Fall, dass diese Theiler e,, ..., e^ wirklich mit 
El, . . ., E^ übereinstimmen. Alsdann ist das System (YP) dem Diagonal- 
system {di(x)) äquivalent, oder die Determinante des Systemes der ganzen 
algebraischen Functionen 

reducirt sich auf eine Constante, es kann also (Z^*^) als ein algebraisches 
Einheitssystem bezeichnet werden. Ein solches System (7^^^ ..., ^^"0 von 
algebraischen Functionen soll als ein kanonisches System bezeichnet werden. 
Ist dagegen die Determinante von (Zi*^) nur durch einen bestimmten Linear- 
factor x—a nicht theilbar, während sie andere enthalten kann, so besitzt 
(ZJ*^) nur in Bezug auf x—a den Charakter eines Einheitssystemes, und die 
Elementartheiler Ei, . . ., E„ von (Y^^) enthalten diesen Linearfactor genau 
ebenso oft, als die entsprechenden Elementartheiler des Systemes (di(x)) 
oder also die in Ej, . . ., E„ enthaltenen Potenzen von x—a stimmen ab- 
gesehen von ihrer Reihenfolge mit denjenigen Potenzen desselben Linear- 
factors überein, welche in den Theilern di, da, . . ., d^ von Y^^\ 7^^^, . . ., 7^"^ 
auftreten. Ein solches System (7^^^, ..., 7^'*^) soll ein kanonisches System 
in Bezug auf den Linearfactor x—a genannt werden. 

Den einfachsten Fall eines solchen kanonischen Systemes erhält man 
bei dem Systeme: 
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1 »1 »I . . . !fi 

1 y2 yl ' . ' y 




wenn y eine beliebige Wurzelfanction »ter Ordnung bedeutet, wenn also 
9n - ' "i 9n ^1® ^ conjugirten Wurzeln der reinen Gleichung: 

sind, und a(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet. Hier ist 

1 

nämlich: yjb = tt>jbO**, wo a>i, . . ., co^ die « conjugirten «ten Wurzeln der 
Einheit bedeuten, also ist: 

yi = cüi.a» 

d. h. alle Elemente Zj-^ = a)\ sind selbst Constanten, und die Theiler 
rf„ rfz, ...7'^« der Verticalreihen unseres Systems sind hier bezw. gleich 

1 n— 1 



1, a** ^ . . ., a " . Das obige System ist also ein kanonisches, und seine 
Elementartheiler können demnach aus den n Wurzelfunctionen 



n— 1 



(1, a-, o-, ..., a " ) 
unmittelbar gefanden werden. 

§3. 

Die Beziehungen zwischen algebraischen Systemen. Die Fundamentalsysteme. 

Sind (Y^^\ ..., y^**^) ein beliebiges System algebraischer Functionen, 
fUr welche die Determinante: 

ist, so kann bekanntlich jede rationale Function Y von x und y, d. h. jede 
Grösse des betrachteten Körpers auf eine und nur eine Weise in der Form : 

dargestellt werden, in welcher »1, . . ., «„ rationale Functionen von x allein 
bedeuten. 

Es sei nun (V^^^ ..., y^"0 irgend ein System mit nicht verschwinden- 
der Determinante, (y^^^, ..., y^**^) ein beliebig gewähltes anderes System, 
dann können nach dem soeben Gesagten die Elemente Y, durch das System 
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(Fl, ..., YJ folgendermassen dargestellt werden: 

wo die Substitutionscoefficienten (%) rationale Functionen von x bedeuten. 
Da nun diese n Gleichungen bestehen bleiben, wenn man für F^^^, . . ., 7^"^ 
und y^*V • • •» ^^"^ gleichzeitig die conjngirten Systeme einführt, so erkennt 

man, dass die beiden Systeme (Yi^) und (Vi'O ^^^ einander durch die Com- 
positionsgleichung : 

(1.) (jn = (Y^'')M 

verbunden sind. 

Es seien nun speciell die Elemente F^*^ durch das System (F^^\ ..., y^"0 
so darstellbar, dass alle Coefficienten Uij, ganze Functionen von x sind. In 

diesem Falle soll das System (Yi, ..., Y„) ein Vielfaches von (Yi, ..., YJ, 
oder das zweite ein Theiler des ersten genannt werden. Diese Definition 
ist eine consequente Erweiterung der ÄröwecÄrerschen Terminologie, denn 
unter der hier gemachten Voraussetzung ist ja das Divisorensystem 

(Y^'\ ..., Y^«0 in der That durch (Y^'\ ..., Y^^^) theilbar; hier kommt nur 
noch die weitere Forderung hinzu, dass die Coefficienten «,* nicht bloss 
ganze algebraische sondern ganze rationale Functionen von x sein sollen. 

Ist nun (Yi, ..., YJ ein Vielfaches von (Yj, ..., Y„), so ergiebt sich 

aus (1.), dass auch das System (Yjp) ein Vielfaches von {Yjp) ist, und nach 

dem oben erwähnten Satze sind dann die Elementartheiler J?i, . . . , E^ des 
ersten ebenfalls Vielfache der entsprechenden Elementartheiler E^^ ..., E^ 
des zweiten Systemes; es bestehen also n Gleichungen 

in welchen die n Grössen Mi ganze algebraische Functionen von x sind; 

und da Ei und £. beide Wurzelfunctionen von x waren, so sind M^^ ..., M^ 
ganze Wurzelfunctionen von x. Die beiden Reihen von Wurzelfunctionen 

Ei und Ei unterscheiden sich also von einander um ganze Wurzelfunctionen 
von X. Das hier gefundene Eesultat kann jetzt in dem folgenden Satze 
ausgesprochen werden. 

Ist ein System algebraischer Functionen (Y^, ...,Y„) durch ein 
anderes (Yi, ..., YJ mit rationalen ganzen Coefficienten darstell- 
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bar, 80 sind die Elementartheiler Ej, ..., ß^ des ersten Vielfache der 
entsprechenden Elementartheiler £i, ...,£„ des anderen Systemes*), 

Ist von den beiden Systemen (Yj, ..., 7«) und (Yj, ..., 7«) das erste 
in dem zweiten enthalten, und auch umgekehrt das zweite in dem ersten, 
so heissen dieselben äquivalent; alsdann sind die entsprechenden Elementar- 
theiler beider Systeme einander gleich. 

Unter einem Fundamentalsysteme will ich zunächst mit Kronecker ein 
System (Yi, •.., YJ von n ganzen algebraischen Functionen verstehen, durch 
welche jede ganze algebraische Function des Bereiches homogen und linear 
mit ganzen Functionen von x als Coefficienten dargestellt werden kann. 
Doch will ich gleich bemerken, dass diese JfrowecÄerschen Fundamental- 
systeme nur solange ihren Namen verdienen, als man die unabhängige 
Variable x auf endliche Werthe beschränkt. Für ein unbeschränkt ver- 
änderliches X muss dagegen das ÄrowecÄersche Fundamentalsystem noth- 
wendig durch ein anderes ersetzt werden, wie dies im § 7 ausgeführt werden 
wird. Doch gelten die hier abzuleitenden Sätze unverändert für jenes all- 
gemeinere Fundamentalsystem, und daher soll zunächst auf diese erste Art 
von Systemen eingegangen werden. 

Die oben gegebene Definition kann nun durch die folgende ersetzt 
werden: Ein algebraisch ganzes System (Y^, ..., Y^) ist ein Fundamental- 
system, wenn es in jedem anderen ganzen Systeme (Y^, ..., YJ enthalten, 
wenn es also der grösste gemeinsame Theiler aller ganzen algebraischen 
Systeme ist. Unter dieser Voraussetzung sind aber auch die Elementar- 
theiler El, . . ., J5„ jenes Systemes ebenfalls in den entsprechenden Elementar- 
theilern jedes anderen ganzen Systemes enthalten, und da ferner jene Ele- 
mentartheiler dann und nur dann ganze Wurzelfuhctionen sind, wenn die 
Elemente Y^*^, . . ., Y^"^ sämmtlich algebraisch ganz sind, so kann ein Funda- 
mentalsystem als solches nunmehr folgendermassen charakterisirt werden: 

Ein System ( Yj, . . . , Y„) ist nur dann ein (ÄronecÄersches) Funda- 
mentalsystem, wenn jeder seiner n Elementartheiler Ei, ..., E^ 
ganz und der grösste gemeinsame Theiler der entsprechenden 

Elementartheiler aller anderen ganzen Systeme (Yi, . . . , YJ ist 



*) Man erkennt leicht, dass dieser Satz bestehen bleibt^ auch wenn die Determinante 

^k \ =0 ist, wenn also einer oder mehrere der Elementartheiler E^, ,,,^En verschwinden; 
ich werde aber in dieser Arbeit von dieser Verallgemeinerung keinen Gebrauch machen. 
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Bekanntlich hat Kronecker den entsprechenden Satz nur fttr die Deter- 
minante eines Fundamentalsy Sternes also für das Product (ßiE^.^.E^^ auf- 
gestellt und bewiesen , weil er sich mit den Elementartheilern algebraischer 
Systeme noch nicht beschäftigt hat Dieses Resultat Kronecker^ ist an sich fast 
selbstverständlich und offenbar eine nothwendige Folge des obigen Satzes. 
Dagegen deckt jener Satz selbst eine viel tiefer liegende Eigenschaft des 
Fundamentalsystemes auf; mit seiner Hülfe werden wir nunmehr ein Ver- 
fahren angeben, durch das man, allein aus den Elementartheilern eines be- 
liebigen Systemes unmittelbar die Elementartheiler des zugehörigen Funda- 
mentalsystemes finden kann, oder auch ein Verfahren, um die sogenannte 
Gattungsdiscriminante direct aus den Coefficienten Oi, . . ., a« der definirenden 
Gleichung für y herzuleiten. 

§4. 

Die charakteristische Eigenschaft der Fundamentalsysteme. 

Die Frage, auf welche sich die am Ende des vorigen Abschnittes 
angegebenen Probleme zurückfuhren lassen, findet ihre Beantwortung durch 
den folgenden Satz: 

Ein System (Yi, ..., Y^ ist dann und nur dann ein Fundamental- 
system, wenn seine Elementartheiler ganze Wurzelfunctionen sind, 
deren Linearfactoren sämmtlich echt gebrochene Exponenten haben. 
Oder einfacher mit Benutzung der oben angegebenen Bezeichnung: 
Ein System Yi, • .., Y„ ist stets und nur dann ein Fundamental- 
system, wenn seine Elementartheiler reducirte ganze Wurzelfunc- 
tionen sind. 
Der erste Theil dieses wichtigen Satzes lässt sich durch die folgen- 
den einfachen Schlüsse beweisen: Ist (7^^^, 7^^^,..., 7^**^) ein System der 
angegebenen Art, dessen Determinante 

also nicht identisch verschwindet, so kann jede algebraische Function Y 
nebst ihren conjugirten (Fi,..., YJ folgendermassen dargestellt werden: 

Y, = uJ['^+-^+uJ[-\ 
(1.) 

wo Wi, . . ., u^ rationale ganze oder gebrochene Functionen von x sind. Da 

34* 
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nun zunächst die Elementartheiler Ej, . . ., E^ n. d. V. ganze Wurzelfunc- 
tionen sind, so sind y^*^, ..., 7^"^ algebraisch ganz; sind also iii, ..., u^ 
ganze Functionen von Xj so gilt dasselbe von den durch die obigen Glei- 
chungen definirten conjugirten Functionen Fi, ..., Y^. Ist umgekehrt Y 
algebraisch ganz, so ist zu zeigen, dass dann u^ . . ., u„ noth wendig eben- 
falls ganze Functionen von x sein müssen. Aus den n Gleichungen (1.) 
erhält man aber durch Auflösung für Wi, . . ., u^ die folgenden Werthe: 

(2.) Uf, = —^, (Ä = l, 2, ...,n) 

/:/ 

WO J^ aus der Determinante ^ = |YP| dadurch hervorgeht, dass dort die 
Elemente der Aten Colonne durch die conjugirten ganzen algebraischen 
Functionen Yj, ..., y„ ersetzt werden. Entwickelt man also //^ nach jener 
Colonne, so ergiebt sich 

wo die Coefficienten J^^^, ..., Ji""^ Unterdeterminanten (»— l)-ter Ordnung 
von 1^2*^1 sind. Als solche sind sie aber durch den gemeinsamen Theiler 
aller Unterdeterminanten (w— l)-ter Ordnung von J^ d. h. durch E^E2...E^^x 
theilbar, und da die im Nenner von (2.) stehende Determinante J = EiE2...E^ 
ist, so kann der aus (2.) sich ergebende Werth von Uf, folgendermassen ge- 
schrieben werden: 

^1 .,»En-lG h Gh 

Ä "~~ v t? v """ v ? 
/l*l . . . Ün— 1 ^n ^n 

WO Ga ei»6 ganze algebraische Function von x ist. Hätte also u^ in der 
reducirten Form einen Nenner, so müsste dieser ein Theiler der Wurzel- 
function E^ sein. Da diese aber nach der Voraussetzung aus lauter Linear- 
factoren mit echt gebrochenen Exponenten besteht, so besitzt sie keinen 
rationalen Theiler, die Coefficienten eii, ..., u^ sind also sämmtlich ganze 
Functionen von x. Das System (Z^, ..., 7„) ist demnach wirklich ein Funda- 
mentalsystem. 

Es ist nun der Umstand von grosser Wichtigkeit, dass der eben be- 
wiesene Satz umkehrbar ist, dass also, wie der zweite Theil des oben aus- 
gesprochenen Satzes besagt, ein System (^^^^ ..., Y^""^) nur dann ein Funda- 
mentalsystem sein kann, wenn alle Elementartheiler von (YP) ganze Wurzel- 
functionen sind, deren Linearfactoren sämmtlich echt gebrochene Exponenten 
haben. 
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Dieser Satz ist bewiesen, wenn man zeigen kann, dass man von 

einem beliebigen Systeme (Y^^^, ..., 7^**^) ausgehend stets zu einem anderen 
(Y^^^y ..., Z^"^) gelangen kann, dessen Elementartheiler ganze reducirte 
Wurzelfunctionen sind; nach dem eben bewiesenen Satze ist das letztere 
dann nämlich ein Fundamentalsystem, und jedes andere Fundamentalsystem 
besitzt dann dieselbe Eigenschaft, weil es dem Systeme (Y^^\ ..., JT^"^) äqui- 
valent ist, also dieselben Elementartheiler besitzt wie dieses. 

Am einfachsten gestaltet sich nun dieser Beweis, wenn das System 

(7^*^^..., 7^**^), von welchem wir ausgehen, ein kanonisches ist. In der 
That, ist 

7^^ = d,(x)Z^'\ «=1,2 «) 

wo di{x) eine Wurzelfunction, Z^^ eine ganze algebraische Function ist, und 
wo die Determinante \Z^^ sich auf eine Constante reducirt, und bilden wir 
das System: 

WO also wieder [di(xy] den grössten rationalen Theiler von rf,(a?) und 

R(^di(x)) den kleinsten Rest dieser Wurzelfunction bedeutet, so ist dies 

neue System (7/'^) äquivalent dem aus den Wurzelfunctionen R(di(xy) ge- 
bildeten Diagonalsysteme : 

(3.) {R(di{x))). « = 1, 2. ..., «) 

Da aber diese kleinsten Reste ganze reducirte Wurzelfunctionen sind, so 
gilt das Gleiche von den Elementartheilern des Systemes (3), weil diese 
dieselben Linearfactoren nur in anderer Reihenfolge enthalten. Da hiernach 
die Elementartheiler des äquivalenten Systemes (7^'^) dieselbe Eigenschaft 
haben, so ist das System (7^^^^ ..., 7^"^) ein Fundamentalsystem. 
Geht man z. B. von der reinen Gleichung 

y" = a(x) 

aus, wo a(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, so folgt 
hieraus, dass das System 



La'»J La"J La *• J 

ein Fundamentalsystem ist, man hat also den Satz: 



Ist y ^ a^^y so ist jede ganze algebraische Function des durch (tf^ x) 
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coDStituirten Gattungsbereiches auf eine and nur eine Weise in der Form 

iio+fii-pVr+-+fi,_i 



La»J La " J 

darstellbar, wo t^^ Ui^ ..., u^^i beliebige ganze Functionen von rr bedeuten. 

Man kann aber auch von (Y^^^, ..., 1^^"^) zu einem Fuudamentalsysteme 
der angegebenen Art übergehen, wenn dieses System nicht selbst kanonisch, 
wohl aber einem kanonischen Systeme äquivalent ist, denn man kann ja 
dieses zuerst in das äquivalente kanonische System transformiren, und hierauf 
das letztere auf die soeben angegebene Weise in ein Fundamentalsystem 
der verlangten Art tlberflihren. Der Hauptsatz wäre also bewiesen, wenn 
man die Richtigkeit des folgenden Satzes darthun könnte: 

Jedes System ist einem kanonischen Systeme äquivalent. 

Dieser merkwtlrdige Satz ist in der That richtig und soll in einer 

späteren Arbeit bewiesen werden. Für den vorliegenden Zweck genügt es, 

' denselben nur für einen beliebigen Linearfactor x—a zu. beweisen; ist das 

nämlich geschehen, so kann man das ursprüngliche System (Y^^^, ..., 1^^"^) 
zuerst in ein äquivalentes überführen, welches in Bezug auf einen Linear- 
factor x—a kanonisch ist, und dieses dann auf die oben angegebene Art 

in ein anderes (F^^^, ..., F^"^) transformiren, dessen Elementartheiler den 
Linearfactor x—a nur erhoben zu positiven echt gebrochenen Exponenten 
enthalten. Im übrigen stimmen die Elementartheiler des neuen Systemes 

(Fl, ..., T„) mit denen von (F^, ..., Y^) überein, weil das Transformations- 
system, welches das eine in das andere überführt, in Bezug auf jeden an- 
deren Linearfactor den Charakter eines Einheitssystemes hat Das so er- 
haltene System (]^, ..., T^) kann nun wieder in ein anderes übergeführt 
werden, dessen Elementartheiler in Bezug auf einen zweiten Linearfactor 
x—a' dieselbe Eigenschaft haben, und da die Elementartheiler des ur- 
sprünglichen Systemes überhaupt nur eine endliche Anzahl von Linear- 
factoren haben, so gelangt man durch Fortsetzung dieses Verfahrens zuletzt 
zu einem Systeme, dessen Elementartheiler jeden Linearfactor erhoben zu 
einem positiven echt gebrochenen Exponenten enthalten, welches also ein 
Fundamentalsystem der verlangten Art ist. Der Beweis des im Anfange 
dieses Abschnittes angegebenen Satzes ist also vollständig zurückgeführt 
auf den folgenden: 



V 
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Jedes System (Y^^\ . . ., T^"^) ist äquivalent einem anderen 
(7^^\ ..., y^"^), welches in Bezug auf einen beliebigen Linear- 
factor x—a kanonisch ist. 
Der Beweis dieses Satzes soll im nächsten Abschnitte gegeben 
werden. 

§5. 

Reduction eines Systemes auf die kanonische Form. 

Es sei also jetzt 

70) 7(2) ^ ^ ^ fXn) 

ein beliebig gegebenes System algebraischer Functionen unseres Bereiches 

mit nicht verschwindender Determinante | Ti% und es sei allgemein (x—d) ' die 
Potenz des Linearfactors X'—a, welche in dem grössten gemeinsamen 

Theiler der conjugirten Functionen Jr/*\ . . ., T^'^ enthalten ist. Setzt man 
dann allgemein: 

(1.) F') = {x--ßf'z^\ 

so haben die n Functionen Z^*^, . . ., Z^"^ an der Stelle x = a den Charakter 
von ganzen algebraischen Functionen; jede von ihnen ist nämlich nebst 
ihren n conjugirten an jener Stelle endlich. 

Um die rational gebrochenen Exponenten von x—a durch ganze zu 
ersetzen, führe ich an Stelle von x eine neue unabhängige Variable t ein: 
Es sei nämlich v der kleinste gemeinsame Nenner der n Exponenten 
<Ji, . . ., d^^ es sei also allgemein: 

dl = — ^- (•= 1, 2, ..., «) 

Ist dann / irgend eine der v conjugirten Wurzeln 

der reinen Gleichung: 

V = x — a, 

welche sich nur durch vte Wurzeln der Einheit von einander unterscheiden, 
und ersetzt man in der Definitionsgleichung für y die unabhängige Variable x 
durch ihren Werth a+f^ so wird y eine algebraische Function von /, und 

Y^^^y . . . , y^**^ gehen in rationale Functionen von y und t tlber. Die Glei- 
chungen (1.) nehmen jetzt die folgende Gestalt an: 
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WO Z^^^y ..., Z^"^ rationale Functionen von rund y sind, welche für ^ = 
endlich bleiben, und wo y eine algebraische Function von / ist. Die Ex- 
ponenten Vi, . . . , v^ sind nun ganze positive oder negative Zahlen, und es 

mögen Y^^^, . . ., Y^"^ von vorn herein so angeordnet sein, dass i^i, 1^2, ..., i^« 
der Grösse nach auf einander folgen. 

Es sei nun das System (Y^^\ ..., Y^*"^) kein kanonisches in Bezug 

auf den Linearfactor t, es möge also die Determinante \ZP\ noch durch 
eine Potenz von / theilbar sein , so dass sie für / = verschwindet. Ich 
will nachweisen, dass man dann dieses System durch ein äquivalentes er- 
setzen kann, in welchem ein Element eine höhere Potenz von t enthält als 
dies vorher der Fall war, während alle anderen unverändert bleiben. Durch 
Fortsetzung desselben Verfahrens gelangt man dann zuletzt zu einem äqui- 
valenten Systeme (Y^^^, ..., r^**^), für welches die entsprechende Determinante 
I Z^'^ I für t = nicht verschwindet, welches also in Bezug auf den Linear- 
factor t ein kanonisches System ist. 

Angenommen nun, es verschwinde die Determinante des Systemes 

(Zj['^) für < = 0, so kann man bekanntlich n nicht sämmtlich verschwindende 
Constanten ai, . . ., a^ so bestimmen, dass die lineare Function 

Z == a^Z^'^ + '-+a,Z^''^ 

nebst allen ihren n Conjugirten für < = gleich Null ist, denn für < = 

reduciren sich ja n. d. V. die n^ Functionen (Z][*^) auf endliche Constanten, 
deren Determinante verschwindet. Es seien nun a^, . . ., a„ irgendwie dieser 
Bedingung gemäss bestimmt, es möge a^ die letzte nicht verschwindende 
Constante sein, und wir denken uns diese der Einfachheit wegen durch 
Division zu 1 gemacht. Es sei dann die so sich ergebende Function 

Z^'-) = a,Z^'^+a,Z^'^ + '- + Z^'\ 

Die Coefficienten der Gleichung «ten Grades, welcher diese Function 
Z^*^^ nebst ihren n Conjugirten genügt, sind also rationale Functionen von I, 
welche für < = sämmtlich verschwinden, sie sind also alle von der Form: 

wo R(f) für < = endlich ist; und hieraus ergiebt sich endlich, dass Z^""^ 
durch eine positive ganze oder gebrochene Potenz von <, etwa durch t^ 
algebraisch theilbar ist. 
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£si iWiBrr hkr i irgeikd etbe der r conjugirten Wurzeln der tGlleichung 

r = x—a; 
ersetzt man aber / in dem Ausdriioke von Z^*'^ durch irgend eine andere 
jener y Wurzeln, etwa durch cu/, so gehen die Coefficienten tR(4) der Glei- 
chung für Z^'^^ einfach über in (ot.R(o)t\ sind also ebenfalls alle und zwar 
durch dieselbe Potenz von / theübar, wie vorher. Die Function Z^*^^ ist 
also nicht nur selbst durch t^ theilbar, sondern sie bleibt es auch, wenn 
man in ihr / der Reihe nach durch die v conjugirten Wurzeln /j, ..., ty 
ersetzt. 

Ersetzt man jetzt in dem Ausdrucke von Z^'^ die Eunctionen Z durch 

die Y, so geht er über in: 



^r 



oder, wenn man auf gleichen Nenner bringt, und beachtet, dass nach der 
oben gewählten Anordnung die Exponenten Vj, . . . , v^ der Grösse nach 
auf einander folgen: 

WO zur Abkürzung die nicht negativen ganzen Zahlen: 

gesetzt sind. 

Wir wollen t irgend einen seiner v Werthe /, beilegen und dann 
den Zähler dieses Bruches durch Y^'^^CO bezeichnen. Dann ist bewiesen, 

dass Y^''\ti) für jeden der v Werthe /i, . . ., ty nicht bloss durch /"% 
sondern durch die höhere Potenz r*^^^ algebraisch theilbar ist. Hieraus 
folgt, dass auch die Summe der v Functionen Y^'^^CO? •••7 Y^'^^CK) ebenfalls 
mindestens durch f*''"^^ divisibel ist, und da diese die Form hat: 

also in /j, ..., ty symmetrisch ist, so sind alle Coefficienten ganze Func- 
tionen von X allein. Dividirt man diese Summe noch durch die positive 

ganze Zahl v, welche den Coefficienten von Y^''^ bildet, und bezeichnet die 
so sich ergebende Function durch F^''^ so ist diese mindestens durch 

algebraisch theilbar, und man erhält den Satz: 
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Ist Y^^^, ..., Y^"^ irgend ein System algebraischer Functionen, ist 
ferner allgemein: 

und verschwindet die Determinante \Zi^\ für x = «^ so kann man eine Function 

Y^'^ = A,(x)Y^'^+'"+Ar^^(x)Y^''-''^+Y^'\ 
in welcher A^^ ..., Ar^i ganze rationale Functionen von x sind, so be- 
stimmen, dass sie mindestens durch 

algebraisch theilbar ist. Hiernach sind also die beiden Systeme 

(J^'\ ./., Y^'\ ..., r»^) und (Y^'\ ..., y^^^ ..., Yf'^O 

äquivalent, aber Y^""^ enthält eine höhere Potenz von x— o als Y^'^\ Da 
man nun in derselben Weise das zweite System umformen und hiermit so 
lange fortfahren kann, bis man zu einem für x—a kanonischen Systeme ge- 
langt ist, so folgt, dass jedes System (Yi, ..., YJ einem in Bezug auf einen 
beliebigen Linearfactor kanonischen äquivalent ist, und hieraus ergiebt sich, 
wie oben angegeben, der Beweis für den Satz, dass ein System dann und 
nur dann ein Fundamentalsystem ist, wenn seine Elementartheiler lauter 
positive echt gebrochene Exponenten haben. 

§6. 

Jedes quadratische System (Yi*0 ist nach den Resultaten der vorigen 
Abschnitte äquivalent einem Diagonalsysteme von Wurzelfunctionen (rf,(a:)), 
dessen Elemente durch die Elementartheiler von (Yi*^) bestimmt sind. 

Sind nämlich: 

\x-df^, {x-a)\ . . ., (x-a)^''. 



(1.) 



die gebrochenen Potenzen aller Linearfactoren x— a, x—a\ ..., welche 
bezw. in dem ersten, zweiten, . . ., wten Elementartheiler des Systemes (Yj^^) 
enthalten, und welche also rational bestimmbare Invarianten jenes Systemes 
sind, so bilden speciell die n Elementartheiler: 

ei(x) = (x—a) '(x— a') •... = 1,2, ...,») 

ein System von n Wurzelfunctionen, welchem (Y},'^) äquivalent ist. Jedes 
andere äquivalente System (di(x), ..., rf„(x)) wird aus (e,(x), ..., 6«(x)) da- 
durch gewonnen, dass die Elemente der einzelnen Horizontalreihen des 
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Systemes (1.) beliebig unter einander vertauscht werden *). Diese einzelnen 
Systeme (rfi(a:), ..., d^(pci)) sind also unter einander und von den Elementar- 
theilem nicht wesentlich verschieden, es soll aber in den folgenden Sätzen 
deshalb vorzugsweise auf die Elementartheiler (^^(a:), ..., €^(a?)) hingewiesen 
werden, weil diese selbst und nicht bloss ihre Linearfactoren Invarianten 
des Systemes (F/'^) sind, also rational und ohne Kenntniss eines kanonischen 
Systemes aus jenem gefunden werden können. Man kann nun den folgen- 
den Fundamentalsatz beweisen, welcher die Beziehungen zwischen allen 
Systemen von n Functionen desselben Körpers klar erkennen lässt. 

Ist (y^^^ ..., y^**^) irgend ein System von n Functionen des Be- 
reiches ®(xy y) mit nicht verschwindender Determinante, ist ferner 
(£/i(a?), ..., rfnW) das ihm zugehörige System von Wurzelfunctionen, 

und (F^^^ ..., y^**^) irgend ein anderes System desselben Körpers, 

so gehört zu diesem ein System {d^(x\ ..., d^ix)) von Wurzelfunc- 
tionen, welche sich von den entsprechenden des vorigen Systemes um 
rationale Functionen von x unterscheiden, welche also als ratio- 
nale Vielfache bezw. von ^1(0?), . . ., d^(x) bezeichnet werden können. 

Sind umgekehrt (rfi(a:), ..., rf„(a?)) irgend welche rationale Viel- 
fache von rfi(x), ..., rf«(a?), so existirt stets ein System (F^^^ ..., 7^**^), 

für welches die zugehörigen Wurzelfunctionen gleich rfi(a?), ..., rf„(a?) 
sind. 

Nach dem im vorigen Abschnitte geführten Beweise unterscheidet 
sich nämlich das zu einem beliebigen Systeme (y^*^ ..., F^"^) gehörige 
Diagonalsystem von dem eines Fundamentalsystemes in Bezug auf jeden 
Linearfactor nur durch eine ganzzahlige Potenz desselben, also gehen die 
Wurzelfunctionen des ersten Systemes aus denen des zweiten durch Multi- 
plication mit rationalen Factoren hervor. Da nun irgend zwei Fundamental- 
systerae äquivalent sind, also dieselben zugehörigen Wurzelfunctionen haben, 
so gehen die Wurzelfunctionen jedes Systemes aus denen eines bestimmten, 
nämlich des Fundamentalsystemes durch Multiplication mit rationalen Fac- 
toren hervor, und damit ist der erste Theil jenes Satzes bewiesen. 

Um auch seinen zweiten Theil zu beweisen, betrachte ich ein be- 
liebiges System (F^^^, ..., 7^"^), welches in Bezug auf einen Linearfactor 



*) Vgl. die ausführliche Darlegung dieser Beziehungen in der Arbeit des Hrn. Frobenius: 
„Ueber lineare Formen mit ganzen Coefficienten." IL Abb. dieses Journal Bd. 88. 
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x—a kanonisch ist. Dann ist auch das System (Y^^^ ..., Y^"^) für x^a 
Isanonisch, dessen Elemente aus jenen durch Multiplication mit beliebigen 
ganzzahligen Potenzen jenes Linearfactors hervorgehen, für welche also 
die Gleiöhungen Tjestehen : 

und da diese Substitution für jeden anderen Linearfactor x—o' den Charakter 
einer umikehrbaren hat, so stimmen die Elementartheiler des zweiten Systemes 
im übrigen mit denen des ersten Uberein. Also unterscheiden sich die zu 

(y^*^..., y^"0 und (y^'>, ..., r^"0 gehörigen Diagonalsysteme um die be- 
liebig gegebenen ganzzahligen Potenzen (a?— öXv-jC^^^)" ^^^ ^ nunmehr 
dieselbe Trai\sformation für beliebige andere Linearfactoren gemacht werden 
kann, so gelangt man zuletzt zu einem Systeme, dessen zugehörige Wurzel- 
functionen gegebene rationale Vielfache der ursprünglichen sind. 

Mit Hülfe dieses Satzes ergiebt sich nun die Möglichkeit, die zu einem 
Fundamentalsysteme gehörigen Wurzelfunctionen ohne die Kenntniss jenes 
Systemes selbst zu finden. Offenbar kann nämlich die charakteristische 
Bedingung für ein solches System folgendermassen ausgesprochen werden: 

Ein System ist dann und nur dann ein Fundamentalsystem, 
wenn die zugehörigen Wurzelfunctionen sämmtlich reducirt sind. 
Hieraus folgt also der Satz: 

Ist (y^*^, ..., y^"^) ein beliebiges System von nicht verschwin- 
dender Determinante, und sind (di(a?), rfaC^)? ••.? rf«(ir)) die zu- 
gehörigen Wurzelfunctionen, so sind: 

die Wurzelfunctionen des Fundamental systemes, wenn allgemein 

R(di(xj) der kleinste Rest der Wurzelfunction di(x) ist. 

Wendet man das hier auseinandergesetzte Verfahren speciell auf die 

Elementartheiler von Yjp an, so ergiebt sich die folgende einfache Methode zur 

Bestimmung der einem Fundamentalsysteme zugehörigen Wurzelfunctionen: 

Ist (y^*^ ..., y^"0 irgend ein System algebraischer Functionen, 
und sind e,(a;), ..., e^^) die rational bestimmbaren Elementartheiler 
von (Y^^)\ dann findet man das System der dem Fundamentalsysteme 
zugehörigen Wurzelfunctionen, wenn man alle Exponenten von 
ei(ic), ..., eSx) auf ihren kleinsten positiven Rest reducirt. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie 
der algebraischen Functionen einer Variablen. 

(Fortsetzung der Arbeit S. 276 dieses Bandes.) 
(Von Herrn K. Hensel.') 



§7. 

Die rationalen und algebraischen homogenen Formen. 

Uie im ersten Theile dieser Arbeit bewiesenen Sätze über den grössten 
gemeinsamen Theiler der rationalen und der algebraischen Functionen von x, 
über die Elementartheiler der Systeme und über die Kriterien für ein Funda- 
mentalsystem beruhen auf der Definition der Theilbarkeit, und diese ist auf 
den Begriff der ganzen (rationalen und algebraischen) Grössen begründet. 
Unter einer ganzen Function von x wurde in den vorhergehenden Abschnitten 
eine Grösse verstanden, welche für den ganzen Bereich dieser Variablen, 
d. h. für jedes endliche x endlich bleibt. 

Diese letzte Definition und damit zunächst auch alle bisher an sie ge- 
knüpften Folgerungen werden aber gegenstandslos, wenn man, wie dies in 
der Theorie der algebraischen Integrale und der Abehchen Functionen 
nothwendig ist, auch die Stelle a? = oo in den Bereich der unabhängigen 
Veränderlichen x aufnimmt, denn alsdann unterscheiden sich die ganzen 
von den gebrochenen Functionen nur durch den rein äusserlichen Umstand, 
dass bei jenen alle Unendlichkeitsstellen an der Stelle x^ oo liegen, während 
diese solche Stellen auch für endliche Werthe von x besitzen. 

Man kann aber statt der rationalen und algebraischen Functionen 
von der einen Variablen x von vornherein einen grösseren Bereich specieller 
Functionen von zwei Variablen betrachten, von welchem jene Theilbereiche 
sind, und in ihnen gelten für den ganzen Bereich der unabhängigen Va- 
riablen, den unendlich fernen Punkt mit eingeschlossen, wörtlich dieselben 
Definitionen und Sätze, wie sie bei jenem specielleren Bereiche nur für end- 
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liehe Werthe von x abgeleitet worden waren. Es sind dies die homogenen 
rationalen und algebraischen Functionen von Xi und Xz. 

Für die rationalen Functionen von x ist diese Erweiterung wohl- 
bekannt: Unter einer homogenen rationalen Form von (a?!, X2) versteht man 
jede rationale ganze oder gebrochene Function a(a?i, ojz), welche sich nur 
mit einer Potenz von t multiplicirt, wenn Xi und X2 durch toi, tx^ ersetzt 
werden, für welche also eine Functionalgleichung : 

a(txi^ tX'^ = t^a(xij X2) 

besteht, in der ^ irgend eine ganze Zahl bedeutet. Dieser Exponent wird 
die Dimension von a genannt, und auch hier werden die ganzen von den 
gebrochenen homogenen Formen unterschieden. 

Ersetzt man in einer rationalen Function a(x) von x diese Variable 

durch den Quotienten — ^, so geht sie in eine homogene Form: 

a(^) = a(x,, X2) 

der nullten Dimension über, und umgekehrt ist jede homogene Form der 

nullten Dimension einer rationalen Function von x = —^ gleich. Also bilden 

die rationalen Functionen von x in der That einen Theilbereich der homo- 
genen Formen, sie stimmen mit der Gesammtheit der Formen der Dimension 
Null überein. 

Eine rationale Function von x kann als Form von (ajj, X2) betrachtet nur 
dann ganz sein, wenn sie sich auf eine Constante reducirt, denn schreibt 
man sie als Quotienten von zwei homogenen ganzen Formen, so sind diese 
von gleicher Dimension, also kann sich der Nenner nur dann auf die nullte 
Dimension reduciren, wenn dasselbe für den Zähler gilt. So sieht man, 
dass die Einführung der homogenen Formen nothwendig ist, wenn der Be- 
griff der ganzen Grössen erhalten bleiben soll. 

Jede Form a(jJi, iCj) kann auf eine, und abgesehen von Constanten 
auch nur auf eine Weise in das Product homogener Linearfactoren zerlegt, 
also in der Form: 

a(a?i, X2) = //^r* 

dargestellt werden, wo die Exponenten ^i ganze positive oder negative 
Zahlen, und die Grössen ^ Linearfactoren von der Form aiXi--a2X2 be- 
deuten. Die Summe der Exponenten ^i ist der Dimension fi von a gleich. 
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Eine Form d(xi, Xz) ist in einer anderen a(xij x^ dann und nur dann enthalten, 
wenn der Quotient ^}>^'' \ eine ganze Form ist Auf dieser Grundlage 
kann man nun den grössten gemeinsamen Theiler 

von den n homogenen Formen öx, ..., a„ genau wie früher definiren, und 
man erkennt, dass er auch hier wieder auf die oben angegebene Weise aus 
den Linearfaetoren von Oi, ..., a^ oder auch rational aus Oi, ..., a„ ge- 
funden werden kann. 

Unter einer homogenen Wurzelform verstehe ich eine Function, welche 
einer Wurzel aus einer homogenen rationalen Form von (iCi, X2) gleich ist, 
welche also in der Form: 



l^a(a:i, X2) = a(a?i, 0^2)^ 
dargestellt werden kann. Auch sie ist homogen, denn sie multiplicirt sich 

mit der gebrochenen Potenz / ^ von t, wenn (ari, X2) durch (tei, tea) ersetzt 
wird und fi die Dimension von a{xi^x^ ist; deshalb soll dieser rationale Bruch 
die Dimension der Wurzelfunction heissen, sie selbst heisst ganz oder gebrochen, 
je nachdem a ganz oder gebrochen ist. Selbstverständlich ist jedes Product 

i 

mit rationalen Exponenten d^ eine Wurzelform in diesem Sinne. Die 
Wurzelfunctionen von x allein stimmen Uberein mit den homogenen Wurzel- 
formen der nullten Dimension. 
Sind nun: 

n beliebige ganze oder gebrochene Wurzelformen, so wird ihr grösöter ge- 
meinsamer Theiler: 

1 1 

rf(a?i, x^ = (ai(ar„ otj) ^S . . ., a^x^^ ^^2)^") 

wieder genau ebenso definirt, wie früher. Der grösste gemeinsame Theiler 
von mehreren Wurzelformen oder rationalen Formen ist stets und nur dann 
ganz, wenn es ai, ..., a^ ebenfalls sind. Hieraus folgt, dass in diesem er- 
weiterten Bereiche der/ grösste gemeinsame Theiler mehrerer rationalen Func- 
tionen (^1(0;), . . ., a^(x)) von X allein niemals ganz sein kann, es sei denn, 

36* 
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dass sich alle diese Fanctionen auf Constanten redaciren, denn nur in diesem 

OD 

Falle gehen ja Oi(a:), ..., a^(x) für 0: = —^ in ganze homogene Formen 

von (xij X2) über. 

Ebenso wie hier die homogenen rationalen Formen, will ich an Stelle 
der algebraischen Functionen von x die homogenen algebraischen Formen 
von (xi, x^ untersuchen; da aber dieses Reich von Grössen bis jetzt noch 
nicht untersucht worden ist, will ich dieselben zunächst definiren. 

Eine homogene algebraische Form von (xi, 0^2) ist eine alge- 
braische Function von (xi, ojj), welche in Bezug auf diese Variablen 
homogen ist, d. h. in V*ri übergeht, wenn ari, X2 durch tei, tx2 er- 
setzt wird. Die Zahl ix heisst die Dimension von rf. 
Jede algebraische Function von (a?i, x.^ wird durch eine Gleichung: 

if+ai{x^^ 0^2) ??*»-'+... +0,(0?!, X2) = 

definirt, in der Oi, O27 .•.7 o>n beliebige rationale (auch nicht homogene) 
Functionen von (oti, x-^ sind. Soll nun ri homogen von der ^ten Dimension 
sein, so muss die Gleichung, welche aus der obigen durch die Substitution 
tei, tx2 hervorgeht, für jeden Werth von t durch V*ri befriedigt werden. 
Setzt man aber diese Werthe für oti, ajjj V ^^^^ so geht die Gleichung nach 
Division mit r^ über in die folgende: 

^H ji, n H jr^ — n +•••+ — — — - u, 

und diese Gleichung muss mit der ersten übereinstimmen. Durch Coeffi- 
cientenvergleichung ergeben sich hieraus die n Gleichungen: 

a,(tei, tx^ = /^*o,.(a:t, 0^2), (1 = 1,2,...,«) 

d. h. öl, 02, . • M «n müssen homogene Formen bezw. der Dimensionen 
fi^ 2iJi, . . . , n.a sein ; dass diese Bedingung hinreichend ist, liegt auf der Hand. 
Es ergiebt sich also der Satz: 

Eine algebraische Function von (a?!, x^^ welche durch eine 
Gleichung : 

rT+diixu a:2)^''""'+--+o»(a:i, x^) = 

definirt ist, ist dann und nur dann eine homogene algebraische 
Form, wenn die Coefficienten a„ Oj, . . ., a^ beliebige homogene 
Formen bezw. der Dimensionen ^, 2,u, . . ., ii,a sind. Die ganze 
Zahl fi heisst die Dimension der Form. 
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Eine Form 77 heisst ganz oder gebrochen, je nachdem ihre Gleichungs- 
coefficienten ai, . . . , a^ ganz oder gehrochen sind. Eine ganze algehraische 
Form 7] hesitzt stets eine positive Dimension fi, weil dann alle Coef&cienten 
von positiver Dimension sind. Eine ganze algebraische Form ist dann und 
nur dann von der nullten Dimension, wenn alle Coefficienten ganz und von 
der nullten Dimension sind, sich also auf Constanten reduciren; dann sind 
aber die durch jene Gleichung definirten n conjugirten Grössen ebenfalls 
Constanten. 

Ersetzt man in einer beliebigen Gleichung 

welche y als algebraische Function von x definirt, x durch — ^ , so geht sie 
über in eine andere 

in welcher die n Coefficienten a<(iri, ^2) homogene Formen der nullten Di- 
mension sind; nach unserer Definition ist also jede algebraische Function 
von X eine homogene algebraische Form der nullten Dimension von (xi, X2). 
Umgekehrt ist aber auch jede homogene algebraische Form tj der nullten 

Dimension eine algebraische Function von a: = — ^ • GenUgt nämlich rj 

einer Gleichung: 

in welcher a„ ..., a« homogen von der nullten Dimension sind, so ist für 
ein variables t: 

?y"+ai(tei, ^2)^""'+— +o,('^i7 '^2) = 0, 

1 X 

und hieraus folgt flir / = — und — i- = a: : 

tl'^+a.ix, l)r,--^+...+a,(x, 1) = 0, 

womit die aufgestellte Behauptung bewiesen ist. 

Es bilden also die algebraischen Functionen von x einen Theil- 

bereich der homogenen algebraischen Formen von (a?!, a?,). Sie 

sind nämlich identisch mit den homogenen Formen der nullten 

Dimension. 

Hieraus folgt: Eine algebraische Function von x ist als algebraische 

Form von (a:i, 0^2) betrachtet dann und nur dann ganz, wenn sie sich auf 



282 Uensel, über einen algebraUchen Fundamental$ati. 

eine Constante redacirt, weil nur dann die Coef&cienten der definirenden 
Gleichung zugleich ganz und von der nullten Dimension aein können. Man 
erkennt so, dass die Einführung der Formen nothwendig ist, wenn der Be- 
griff der ganzen algebraischen Grössen erhalten bleiben soll. 

Ist H eine homogene Form der ^ten Dimension, so ist der Quotient 

— — c= Y von der nullten Dimension, also einer algebraischen Function von 

X gleich. Also gehen alle homogenen algebraischen Formen H aus den 
algebraischen Functionen Y genau ebenso durch Multiplication mit den 
ganzzahligen Potenzen x^ hervor, wie die rationalen homogenen Formen 
a(a:i, Xa) aus den rationalen Functionen a(x)^ und umgekehrt gehen die For- 
men H in die entsprechenden algebraischen Functionen Y dadurch über, 
dass man in ihnen 0^1 = 0;^ a?2 = 1 setzt. Selbstverständlich kann man anstatt 
des Linearfactors X2 irgend einen anderen ^ = a^x^—a^Xi wählen, die Be- 
ziehung zwischen den Formen H und den Functionen Y in ihrer Gesammt- 
heit bleibt genau dieselbe. 

Es sei nun 17 eine beliebige ganze oder gebrochene homogene Form, 
welche durch die Gleichung: 

definirt ist, und ich bezeichne mit 

die n conjugirten Wurzeln jener Gleichung. Ich verstehe dann wieder 
unter einem gemeinsamen Theiler d(x^^ x^^ von i^j, ..., ^^ jede Function 

von (xi, Xa), für welche die n Quotienten ji-^ — r- algebraisch ganz sind. 

Dann gelangt man durch die früher angegebenen Ueberlegungen zu dem 
Begriffe des grössten gemeinsamen Theilers von (^1, ..., O? welcher die 
durch die Gleichung: 

rf(ari, x^ = (öi(iPi, a-j), «2(^2?!, ira)^ . . ., a^Xy^ ^2)") 

definirte homogene Wurzelform von (a?i, x^ ist. Dieselbe ist dann und nur 
dann ganz, wenn alle Coefficienten ai, ..., a« ganz sind, wenn also 17 eine 
ganze algebraische Form ist. Eine algebraische Form nuUter Dimension, 
also eine algebraische Function von x allein hat demnach dann und nur 
dann einen ganzen Theiler, wenn sie eine Constante ist. 

Es sei nun wieder y eine beliebige algebraische Function des »ten 
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Grades von x allein, welche durch die irreductible Gleichung: 

definirt ist. Ich betrachte jetzt ausser den rationalen Functionen Y==<p(x, y) 
des Gattungsbereiches @)(a;, y) auch alle homogenen algebraischen Formen: 

wo fi jede positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Durch sie wird 
dann ebenfalls ein Gattungsbereich oder Körper homogener algebraischer 
Formen constituirt, welcher durch ©(xi, X2^ y) bezeichnet werde, und der den 
vorher betrachteten Bereich ^(x,y) als Theilbereich umfasst, denn dieser 
enthält ja alle und nur die homogenen Formen von @J(a?i, (Tai y), deren Di- 
mension gleich Null ist. Umgekehrt geht @J(a?i, 0^2, j^) in den Theilbereich 
®(a?, y) dadurch über, dass man Xi = x, ^2 = 1 setzt. 
Es seien nun 

m\ m'\ . . ., •Ä^'*) 

n beliebige Grössen des Bereiches ©(iCi, 0^2, y) und H^*^, . . ., Hj^^ allgemein 
die n zu H^''^ conjugirten Formen, d. h. die Formen, in welche H^^ übergeht, 
wenn man für y der Reihe nach j(i, ..., y„ setzt. Bildet man dann das 
System aus den n Formen 

und bezeichnet seine Elementartheiler der Reihe nach durch 

SO folgt aus den früher angegebenen Schlüssen auch hier, dass diese n Func- 
tionen Ei homogene Wurzelformen von (oji, 0^2) sind, und aus dem auch hier 
gültigen Fundamentalsatz für die Elementartheiler beliebiger Systeme ergiebt 
sich weiter, dass die Formen E^ dann und nur dann ganz sind, wenn die 
Formen H^*^ ihrerseits algebraisch ganz sind. _ 

Ein System (-W^^*^, . . ., Ä^"^) soll kanonisch genannt werden, wenn 
die Wurzelformen 

welche bezw. die Theiler der Functionen J^^*^ nebst ihren conjugirten sind 
mit den Elementartheilern 

Ei(xi^ X2), .*. ., E^(xi^ X2) 
abgesehen von der Anordnung ihrer Linearfactoren übereinstimmen. Ist dies 
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der Fall, und setzt man: 

so enthält die Determinante der ganzen algebraischen Formen (Z^^) keinen 
einzigen Linearfactor, redncirt sich also auf eine Constante. Enthält da- 
gegen die Determinante \Z^^\ nur einen bestimmten Linearfactor § nicht, so 
soll wie früher das System (Ä^^^ . . . , -ff^"^) kanonisch in Bezug auf S ge- 
nannt werden. 

Es sei nnn 

H^'\ . . ., m^"^ 

ein beliebiges System homogener algebraischer Formen des Bereiches 
@J(a?i, a?27 y)j dessen Determinante 

ist. Die Dimensionen dieser n Formen seien bezw. ^u^, /Zj, • . «i f^n ^öd es 
seien diese Formen ein fUr all§ Male so bezeichnet, dass die Zahlen |U,. der 
Grösse nach auf einander folgen, dass also allgemein ^,^^^+1 ist. Dann 
kann genau ebenso wie früher nachgewiesen werden, dass jede algebraische 
Form H des Bereiches auf eine und nur eine Weise in der Form: 

(1.) H - «,flO)+...+^^fl(«) 

dargestellt werden kann, in welcher «ij, . . ., u^ rationale homogene Formen 
von (xu X2) bedeuten. Denn es bestimmen sich wieder die Wi, ..., «« als 
symmetrische Functionen der Formen Hi'\ also als rationale Functionen 
von (a?i, ^2), und diese müssen homogen sein, da sonst die homogene Form H 
nicht durch die Gleichung (1.) dargestellt werden kann. Ist ^ die Dimen- 
sion von H und bezeichnen wie oben ^1, ..., ^„ diejenigen der Elemente 
H^^\ ..., Ä^"^, so muss offenbar u^ eine ganze oder gebrochene homogene 
Form der (^— ^i)-ten Dimension sein. 

Ist nun (Ä^*^, ..., jM^"^) irgend ein anderes System, so sind seine 
Elemente durch (H^^\ ..., Ä^^O folgendermassen darstellbar: 

Die beiden Systeme sind also durch die Compositionsgleichung: 

(2.) (Hn = (m"x«<o 

mit einander verbunden. Sind speciell alle Substitutionscoefficienten (ti^) 
ganz, so heisst das erstere ein Vielfaches des zweiten. Wegen der obigen 
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Gleichung (2.) ist dann auch das System (Ät'^) ein Vielfaches von (^i'O» 
das heisst die Elementartheiler (Ei, ..., E^) sind Vielfache der entsprechenden 
Elementartheil er (E„ ..., E„). 

§8. 

Die Fundamentalsysteme und ihre charakteristischen Eigenschaften. 

Die im vorigen Abschnitte angegebenen Resultate über die alge- 
braischen Formen führen nun für diese zu dem wichtigen Begriflfe des Funda- 
mentalsystemes, welches eine noth wendige Erweiterung des von Kronecker 
für endliche Werthe von x aufgestellten bildet. 

Ich verstehe unter einem Fundamentalsysteme für einen Gattungs- 
bereich ®(a?„ a?2» y) ein System von n ganzen algebraischen Formen 
(Ä^*^, . .., /f^"^), durch welche jede ganze Form des Bereiches 
homogen und linear mit ganzen Formen eii, . . ., u„ als Coefficienten 
dargestellt werden kann. 
Da eine Function von (x, y) nur dann eine ganze algebraische Form 
von (o^i, 0^2, y) sein kann, wenn sie eine Constante ist, so kann es kein Funda- 
mentalsystem (Ä^'^ ..., H^""^) geben, welches aus Functionen von x und y 
besteht, vielmehr bedarf man für die Erweiterung des Begriflfes eines Funda- 
mentalsystemes nothwendig der Adjunction der algebraischen Formen. Da 

jedes ganze System (Ä^^\ ..., -W^^*^) das Fundamentalsystem enthält, so ist 

dasselbe gemeinsamer Theiler aller ganzen Systeme {H^^^). Daher sind seine 
Elementartheiler gemeinsame Theiler der entsprechenden Divisoren aller 
Systeme, und da das System durch sich selbst auch theilbar ist, so kann 
man als charakteristische Eigenschaft der Elementartheiler eines Funda- 
mentalsystemes, falls ein solches existirt, den folgenden Satz aussprechen: 

Die Elementartheiler eines Fundamentalsystemes sind die grössten 
gemeinsamen Divisoren der entsprechenden Elementartheiler aller 
ganzen Systeme des Bereiches @J(a:i, a?2, y). Da ferner die Elemen- 
tartheiler eines Systemes dann und nur dann ganz sind, wenn 
seine Elemente algebraisch ganz sind, so brauchen die letzteren 
nicht noch ausdrücklich als ganz vorausgesetzt zu werden, wenn 
£i, . . . , E^ ganz sind. 
Ich will nun zunächst nachweisen, dass ein Fundamentalsystem dieser 
Art stets existirt. Es sei (ß^^^, . . ., ^^*^) irgend ein System von ganzen 
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homogenen Formen, dessen Determinante \Hi^\^0 ist. Ist dasselbe kein 
Fundamentalsystem, so muss eine ganze Form H existiren, welche durch 
jenes System nur mit gebrochenen Coefficienten darstellbar ist. Bringt 
man jene Coefficienten auf gemeinsamen Nenner, so erscheint Hin der Form: 

jj ^ ti,iyo)+...4-ting(") 

u ' 

wo u^ tfi, . . ., u^ homogen und ganz sind, und kein Linearfactor von u in 
allen Formen Ui^ . . ., u„ zugleich enthalten ist. Ist nun Si irgend ein 

Linearfactor von u, ist also u = SiU, so ist 

- ff _ U,gO)4--»>+Kng<*'> 

§1 

a fortiori algebraisch ganz, und §i ist nicht in allen Coefficienten ^i, . . ., ii« 
als Factor enthalten. Der Einfachheit wegen kann und will ich f i = Xt 
annehmen; ist dies nämlich nicht der Fall und ist ^2 irgend ein von ^^ 
verschiedener Linearfactor, so kann man (a?„ a?2) linear durch (^1,^2) aus- 
drücken und damit auch iii, . . ., ei» als homogene Formen derselben Dimen- 
sion von (^1, ^2) darstellen; somit ist diese Annahme auf die oben gemachte 
specielle zurückgeführt. Ist nun 

algebraisch ganz, ohne dass Xi in allen Coefficienten enthalten ist, so bleibt 
diese Eigenschaft des Quotienten erhalten, wenn man in den homogenen 
Formen eii, . . ., ti» alle mit x^ multiplicirten Terme fortlässt, weil diese 
für sich durch or, theilbar sind. Der übrig bleibende Theil nimmt dann 
die Form an: 

wo Ci, C2, ..., c„ nicht sämmtlich verschwindende Constanten und 1^1, i'j, ..., v, 
ganzzahlige Exponenten sind, welche die Dimensionen ^1, . . ., /ll^ von 
H^^^, ..., H^"*^ zu der Dimension ^ des ganzen Zählers ergänzen; und da 
die Zahlen ^1, ..., iu„ eine zunehmende Reihe bildeten, so ist allgemein 

Ist dann c^ der letzte der n Coefficienten, welcher von Null ver- 
schieden ist, und der also von vornherein gleich Eins vorausgesetzt werden 
kann, so folgt aus unserer Annahme, dass eine ganze algebraische Form: 

c^a>>;ig(i)4....4-a;;rfl(r) ^ v^ c^g?;' g(» + --> +Cr-ia?;'^-^g^'-^>+g^"^ 

X. X, 
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algebraisch ganz ist, und dasselbe gilt also auch fQr die Form: 

jjir) ^ c,a?;iflci)-t-...4-iy(r) 



^1 



welche den Coefficienten von x^'' bildet, und ihre Dimension ist gleich fir-^h 
wenn fXr die Dimension von H^''^ ist. Ersetzt man nun in (Ä^^V••»^^'^^•••)^^"0 
das Element J^^*"^ durch dieses neue H^"^^, so erhält man ein neues System 
von n algebraisch ganzen Formen, dessen Determinante auch von Null ver- 
schieden ist. Während aber die Gesammtdimension des ersten Systemes gleich 

(A'iH hl^r-l hi*^n) ist, ist die des neuen (a^H hj^r— 1+'--+/^«), d. h. um 

Eins geringer, und da man einerseits diese Reduction so lange fortsetzen 
kann, als das System noch kein Fundamentalsystem ist, und da andererseits 
die Gesammtdimension eines Systemes ganzer Formen nie negativ werden 
kann, so ist die Existenz eines solchen Fundamentalsystemes dargethan. 

Man kann nun die charakteristische Eigenschaft des Fundamental- 
systemes für einen Gattungsbereich folgendermassen aussprechen: 

Ein System (Ä^^^, ..., fi^^"^) eines Gattungsbereiches &(y) ist 
dann und nur dann ein Fundamentalsystem fUr denselben, wenn 
seine n Elementartheiler Ej, ..., E^ ganze Wurzelfuuctionen mit 
lauter echt gebrochenen Exponenten, wenn sie also ganze redu- 
cirte Wurzelformen sind. 

Dass diese Bedingung hinreichend ist, um ein System als Funda- 
mentalsystem zu charakterisiren wird genau ebenso bewiesen, wie im § 4 
der entsprechende Satz flir die Kronecker^chen Fundamentalsysteme. Um 
aber noch zu zeigen, dass jene Bedingung eine noth wendige ist, genügt es 
darzuthun, dass in jedem Bereiche ©(a?!, X2^ y) ein System von n Formen 
existirt, dessen Elementartheiler lauter positive echt gebrochene Exponenten 
eines beliebig gegebenen Linearfactors li enthalten; denn da, wie oben be- 
wiesen wurde, ein Fundamentalsystem stets existiren muss, und da seine 
Elementartheiler in den entsprechenden jenes speciellen Systemes enthalten 
sind, so müssen auch diese lauter positive echt gebrochene Potenzen von ^i 
enthalten, welche gleich oder kleiner sind als die entsprechenden des vorigen 
Systemes, und da ferner ^i als ein ganz beliebiger Linearfactor angenommen 
war, so ist der Beweis jenes Satzes vollständig erbracht. Da man nun 
aus einem kanonischen Fundamentalsysteme in Bezug auf li durch Di- 
vision seiner Elemente durch die grössten in ihnen enthaltenen ganzen 
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Potenzen von f i ein Fundamentalsystem der verlangten Art herleiten kann, 
so ist auch hier der vorige Satz auf den allgemeineren reducirt: 

Jedes System (Ä^^^, ..., Ä^**^) ist für einen beliebigen Linear- 
factor ^1 einem kanonischen Systeme äquivalent. 
Bei dem Beweise dieses Satzes kann man wiederum an Stelle des 
Linearfactors Si etwa Xi nehmen, da man ja durch die schon einmal er- 
wähnte Transformation (a?i, X2) durch Si und ^2 ersetzen kann, wo ^2 irgend 
einen von fj verschiedenen Linearfactor bedeutet. Dass aber (Ä^'^, ..., Ä^"^) 
in Bezug auf Xi einem kanonischen Systeme äquivalent ist, ergiebt sich 
folgendermassen : Ist allgemein /i. die Dimension von H^'\ so ist: 

wo Y^^^y . . . , y ^"^ lauter rationale Functionen von x und y sind, und da X2 
von Xi verschieden ist, so folgt, dass das System (Ä^^^ ..., H^""^) in Bezug auf 
Xi dem Systeme (y^*^ . . ., y^**^) des Bereiches &(xi^ 0^2, y) äquivalent ist. Jedes 

solches System ist aber in Bezug auf x = — ^ , also auch in Bezug auf Xi 

selbst einem kanonischen äquivalent, wie oben bewiesen wurde, und daher 
folgt, dass auch (H^^^, ..., J^^"^) demselben kanonischen Systeme äquivalent ist 
Auch hier gehört also zu jedem Systeme (H^^\ ..., Ä^"0 von homo- 
genen Formen ein Diagonalsystem (rfi(a'i, xj), ..., ^nC^^D ^^^2) von homogenen 
Wurzelformen, deren einzelne Bestandtheile sich aus den Elementartheilern 
des quadratischen Systemes (Ä^t^'O unmittelbar ergeben. Sind nämlich für 
einen beliebigen Linearfactor ^, 

die gebrochenen Potenzen, welche bezw. im ersten, zweiten, ..., »ten Ele- 
mentartheiler von (H^'^) enthalten sind, so sind dieselben Potenzen auch 
abgesehen von ihrer Reihenfolge diejenigen, welche in r/^, . . ., rf, vorkommen; 
die Reihenfolge, in welcher jene Potenzen in den Formen rfi, ..., d^ 
auftreten, ist aber ganz willkürlich, weil das Diagonalsystem di{xi^x^ bei 
jeder Vertauschung jener Factoren dieselben Elementartheiler behält, also 
im Sinne der Aequivalenz nicht geändert wird. Speciell ist jedes System 
(ßi^^, ..., fij"^) demjenigen Diagonalsysteme (61(0?!, ^2), . . ., «n(^i? ^2)) äquivalent, 
welches aus seinen Elementartheilern gebildet wird; man erhält dasselbe, 

wenn man für jeden Linearfactor f die Potenzen ^^', . . ., $ " ihrer Grösse 
nach in aufsteigender Reihenfolge anordnet. 
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Man beweist nun genau wie oben im § 6 für beliebige Systeme 
homogener Formen den Satz, welchen ich im Titel dieser Abhandlang als 
einen Fnndamentalsatz in der Theorie der algebraischen Functionen be- 
zeichnet habe: 

Ist (ff ^^^ . . . , -ff^"0 irgend ein System von n Formen des Be- 
reiches @J(a?i, 0^2, y) mit nicht verschwindender Determinante und 
(rfi(a?i, a?2), ..., rf„(a?i, 0^2)) das System der zugehörigen Wurzelformen; 

ist ferner (Ä^^^, ...,ff^"^) irgend ein anderes System desselben Be- 
reiches, so gehört zu diesem ein System (rfi(a?i, ir2)) •••, rf«(a?i, ^2)) 
von Wurzelformen, welche sich von den entsprechenden des vorigen 
Systemes nur um rationale homogene Formen von (a?i, a?2) unter- 
scheiden. 

Der Beweis dieses Satzes wird wörtlich ebenso wie der des specielleren 
in § 6 geflihrt, denn er beruht ja allein auf den auch hier gültigen Sätzen, 
dass einmal jedes System in Bezug auf einen beliebigen Linearfactor f 
einem kanonischen Systeme äquivalent ist, femer, dass ein Fundamentalsystem 
für die ganzen Formen des Bereiches existirt, und dass endlich zwei Funda- 
mentalsysteme äquivalent sind, also dieselben Elementartheiler haben. Wählt 
man speciell für (cfi, ..., d^) die Elementartheiler von (ffi'O? ^^ kann man 
den folgenden Satz aussprechen: 

Ist (H^^) ein beliebiges System algebraischer Formen mit nicht 
verschwindender Determinante und sind (ei(a?i, a?2)? . . .7 ^nC^n ^0) seine 
Elementartheiler, so gehört zu dem Fundamentalsysteme des Be- 
reiches das System von Wurzelformen, welches durch die kleinsten 
Reste jener Elementartheiler constituirt wird. 

Um einem Missverständnisse vorzubeugen, möchte ich hervorheben, 
dass jene reducirten Elementartheiler des ersten Systemes keineswegs die 
Elementartheiler des Fundamentalsystemes sind; diese gehen vielmehr aus 
jenen erst dadurch hervor, dass man die in ihnen enthaltenen Potenzen 
der einzelnen Linearfactoren nach der Grösse ihrer echt gebrochenen Ex- 
ponenten ordnet. So besteht auch keineswegs der Satz, dass die Elementar- 
theiler zweier Systeme sich nur um rationale Formen von (a?i, X2) unter- 
scheiden, denn diese sind zwar beide Diagonalsysteme, welche zu jenen 
Systemen gehören, aber sie sind im allgemeinen nicht entsprechende 
Diagonalsysteme, da in dem ersten die Exponenten der Linearfactoren ihrer 
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Grösse nach auf einander folgen, während beim zweiten die kleinsten Reste 
jener Exponenten ihrer Grösse nach geordnet sind, es unterscheiden sich 
also hier zwei entsprechende Exponenten keineswegs stets um ganze Zahlen. 
Mit Hülfe dieses Fuudamentalsatzes ergiebt sich nun die folgende 
Vorschrift, um zu einem beliebigen Systeme von nicht verschwindender 
Determinante die einem Fundamentalsysteme zugehörigen Wurzelformen 
ohne Kenntniss der Elemente jenes Systemes anzugeben: 

Ist (y^^^ ..., y^"^) ein beliebiges System von nicht verschwinden- 
der Determinante und sind (rfi(a;i, 0:2), ..., rfnC^u ^2)) die zugehörigen 
Wurzelformen, so sind 

/l(rf,(ari, a?2)), . . ., fi(rf„(a:i, ^2)) 
die Wurzelformen des Fundamentalsystemes. 
Am einfachsten kann man die Wurzelformen eines Systemes 

1 ^1 ^1 • • • ^r'' 



1 ^n vi ' ' ' ^r 

berechnen, wenn iy irgend eine Function des Bereiches @(a?„ X2^ y) be- 
deutet, und aus diesen erhält man also die Wurzelformen des Funda- 
mentalsystemes einfach dadurch, dass man ihre grössten rationalen Bestand- 
theile einfach fortlässt. Ich werde in einer folgenden Arbeit jene Bestim- 
mung in einigen sehr allgemeinen Fällen durchführen. Sie giebt ein Ver- 
fahren, um ganz allgemein das Geschlecht aller Klassen algebraischer 
Functionen in expliciter Weise zu bestimmen, welche auf einer beliebigen 
drei-, vier-, oder fünfblättrigeu ßieniannschen Fläche eindeutig sind, welche 
also durch eine Gleichung 

»'+ai»' + Ö2!f +«3 = 0, 

»'+Ciy*+C2yHc3»'+C4j^+C5 = 
definirt werden, in denen die Coefficienten a, b, c völlig beliebige rationale 
Functionen eines beliebig hohen Grades von x sind. 

§9. 

Die Discriminanten der algebraischen Systeme und die Discriminante der Gattung. 

Ist (Ä^^\ . . . , Ä^"0 ein beliebiges System von n Formen des Gattungs- 
bereiches ©(a?!, ^2, y), so ist das Quadrat der Determinante (Ä*'^) also. 
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eine rationale homogene Form von (a?i, (Tj)? welche die Discritninante jenes 
Systemes genannt wird. Dieselbe ist dann und nur dann von Null ver- 
schieden , wenn (^^^^ . . . , Ä^^'O ^^^ System von anabhängigen Formen be- 
deutet. Sind jC^i, /t2, ..., /i^n die Dimensionen der Elemente -ff ^'^j so ist das 
Quadrat jener Determinante, oder jene Discriminante offenbar von der 
Dimension 

Sind also speciell alle Elemente -ff^'^ = Y^^ von der nullten Dimension, also 
rationale Functionen von x und y, so ist auch D(xi^ x-^ eine rationale Function 
von x, welche ebenfalls die Discriminante von (Y^^^, ..., F^"^) genannt wird. 
Ist z. B. ri eine beliebige algebraische Form des Bereiches @J(a:i, 0:2? y)» 
welche durch eine irreductible Gleichung: 

r^+a,rt-^^ f-a„ = 

definirt ist, so ist die Discriminante 

nichts anderes als die Discriminante der Gleichung für 17, welche leicht 
aus den Coefficienten derselben bestimmt werden kann. 

Es sei nun speciell (rf^^, . . ., rf^^) ein Fundamentalsystem für 
©(a?!, 0:2, y), so nenne ich seine Discriminante: 

auch die Discriminante der Gattung @}(a;i, 0^2, y) oder auch der Gattung 
&(x,y)* Ihre Dimension ergiebt leicht das Geschlecht der durch Qi^x^y) 
bestimmten Klasse algebraischer Functionen, ihre Linearfactoren | bestimmen 
die Yerzweigungspunkte der zugehörigen Riemann^chen Fläche, und ebenso 
kann man aus ihr die Ordnung der zugehörigen Verzweigungspunkte un- 
mittelbar erkennen, wie in einer späteren Arbeit dargelegt werden wird. 
Es ist deshalb eine sehr wichtige und meines Wissens noch niemals gelöste 
Aufgabe, aus einem beliebigen Systeme (Y^*^, ..., 7^**^) von algebraischen 
Functionen von x mit nicht verschwindender Discriminante, etwa aus dem 
Systeme (1, y, Jf^ ..., jf'*"0 die Gattungsdiscriminante zu berechnen. 

Der soeben gefundene Fundamentalsatz beantwortet diese Frage in 
einfachster Weise. Man erhält ohne weiteres den Satz: 




292 Hensel, über einen algebraüchen Fundamentalsatz, 

Sind ei, 62, . . . , e„ die Elementartheiler eines beliebigen Systemes 

(Y^'\..., y^">), ist also 

so ist die Gattungsdiscriminante D (1;^*^, . . . , ly^*^) durch jede der 
folgenden Gleichungen bestimmt: 

~- ([ej[e,]...[ej)' 



In der schon oben erwähnten folgenden Arbeit soll die Gattungs- 
discriminante fUr die allgemeine Gleichung des dritten, des vierten und des 
fünften Grades bestimmt werden. Hier möge zum Abschluss und zur Er- 
läuterung dieser Untersuchungen noch das einfache Beispiel der reinen Glei- 
chung und der Bestimmung ihrer Gattungsdiscriminante kurz durchgeführt 
werden. Es sei also 

eine beliebige reine Gleichung für y, also a(x) irgend eine rationale ganze 



X, 



oder gebrochene Function. Ersetzt man hier x durch ~^, so geht a(x) in 

eine homogene Form der nullten Dimension von (a?!, X2) über, welche durch 
«(oji, a^a) bezeichnet werde; es ist also: 

y"" - a(a:i, X2). 
Dann ergiebt sich genau wie früher, dass das System 

ein kanonisches System für jeden Linearfactor ^ ist, und seine Discriminante 
^(1) ». -M »"■"') hat den Werth: 

2 — fl+2+ ..• 4-n— 1) 

D(l, y, . . ., y"-') = y'(i+2+3+-+-i) = a - ^ + + + ' ^ „»-1. 
ferner folgt hieraus, dass das System der Formen 



ein Fundamentalsystem für die ganzen homogenen Formen unseres Bereiches 
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ist und zwar jetzt auch für den Linearfactor x^^ d. h. auch für unendlich 
grosse Werthe von x. 

Hieraus ergiebt sich also für die Gattungsdiscriminante D(xi^ x^) dieses 
Bereiches der Werth: 

/iLa-J \ La»J/ 

Man kann nun leicht angeben, wie oft irgend ein homogener Linearfactor 
I in Z) enthalten ist. Es sei S ein r-facher Linearfactor von a(a:i,a?2), wo- 
bei r eine positive oder negative ganze Zahl, oder auch gleich Null sein 

kann. Dann ist er in a" und Lö" J bezw. i— und [i—\ mithin in Ä(a") 

genau fl(i-—) Male enthalten, wo R(a) wieder allgemein den kleinsten posi- 
tiven Rest des Bruches a bezeichnet. Also ist § in Z)(xi, X2) genau q Male 
enthalten, wenn 

ist Ist nnn in der reducirten Form: 



r r' 



n n' ' 



ist also r = Ir, n = /»', 



so ergiebt sich für q der Wertb: 

i=i ^ n ^ 

und da die • kleinsten Reste von (—7-) uiit den Brüchen — r , abgesehen 

von der Reihenfolge übereinstimmen, so folgt 

Q = f(ii'— 1) = n^t = «— (i>, r), 

wo (n, r) den grössten gemeinsamen Th eiler von n und r bedeutet; die 
Zahl Q ist demnach stets kleiner als n, und dann und nur dann gleich Null, 
wenn r ein Vielfaches von «, die Null mit eingeschlossen ist 
Ist also: 

irgend eine in homogener Form geschriebene reine Gleichung nten Grades, 
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80 ist ihre Gattnngsdiscrimante 

Es sei z. B. die vorgelegte reiue Gleichung: 

y - ^x-cy(x'^dyxx'-ey^ 

__ (x,^ax^y(x^'-bx,yxl' 



(x,^cxJ(x-dx,yXx,^ex,y' ' 

dann ist die Gattnngsdiscriminante durch die Gleichung 

D(xiX^ = (xi''ax^^(xi--bx^^(xi-'Cx^^^(xx-'dx^^QC^ 
bestimmt. 

Berlin, den 5. Juli 1895. 
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Sur la congruence (r^~^ — 1) :p = q^ (mod./?), 

(Par M. D, Mirimano/f ä Geneve.) 



Doient p un nombre premier, r un nombre entier quelconqae premier 
ä p. Posons 

— ^ q^ (mod.p). 



P 

Eisenstein (Ber. der Berl. Akad., 1850, p. 41), M. Sylvester (Comptes rendas, 
t. 52, p. 161), M. Stern (ce Journal, t. 100) ont ^tudi^ les propri^t^s de la 
fonction num^rique g^. M. Syhester a donn^ une expression g^n^rale de 
q^ an moyen d'ane s^rie de fractions tr^s simples. 

Cette expression doit €tre modifi^e pour poavoir s'appliqaer ä toas 
les cas; eile peat de plus 6tre consid^rablement simplifi^e dans le cas oü r 
n'est pas une racine primitive poar le modale p. Je partirai, pour le 
prouver, des relations saivantes: 



»•a 



(b.) q^^r ^qr + — (mod.p). 

Supposons, poar plas de simplicit^, qae r soit an nombre premier inf^riear 
k p. Soit Oo le plas petit nombre positif tel qae Ouf+l Boit divisible par r. 
Je pose ö,,p+l = r'-fe„ fei ^tant premier ä r. 

Soit en g^n^ral a< le plus petit nombre positif tel que OiP+bi^O (mod.r). 
Je forme le tableau 

GoP+l = r'-fe,, 

Oip+b^ = r^'bi, 



(1.) 



OiP+bi = r*b 



<+M 



6i, 62) • • • 9 bi ^tant premiers ä p. 
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Cette suite est p^riodiqae et on obtiendra finalement V^galit^ 

d'oü 6, = 1, fe«+i = fei etc. 

Or, en vertu de (a.) et (b.), on a 

par cons^quent 

%-^ = Mr+qi>,^,. (• = ^ *' ^ • •. «-^> 

II vient en ajontant ces n congruences: 

(2.) "~"^T" ^ ^r-S'^i. « = 0,1,..., «-1) 

Soit maintenant w l'exposant anquel appai1;ient r (mod.p); je pose ^"" = e. 

Je dis que la somme ^e< est ^gale ä cu et qae la suite 1, fri, 62, . . ., 6^1 
est oompos^e des r^sidus des puissances e premiers k r. 

En eflfet, tout 6, est de la forme -^ (mod.p) et r^ciproquement tout 

nombre de cette forme fait partie de la suite 6,^ s'il est premier k r. 
Soit aussi 

les coefficients u^ ^tant positifs et inf^rieurs k r et mi <C »»2*-- < w** Les 
diflKrences (a—mj,, m*— m;t_i, ... sont Egales ä e^_i, en-2? ... et les coeffi- 
cients tti, «it-n • . . k a^-i, an-2 ...» ce qui prouve que la somme 2 ei relative 
k une Periode est ^gale k w. Je ferai remarquer aussi que le tableau (1.) 

donne une repr^sentation du quotient dans le Systeme k r cbiffires. 

L'^galit^ (2.) devient 
(3.) q^. ^ eJS-j^' (t«o, 1.2, ...,11-1) 

Si r = 2, les a< sont 6gaux k 1, et Ton a 

la somme ^tant ^tendue k tous les r^sidus impairs des puissances e. Seit, 
par exemple, p = 89, co = 11, ^ = 8. II y a 4 nombres impairs r^sidus des 
puissances 8, ce sont les nombres 1, 39, 45, 67. 

?2 = 8(|+Ä+^+^) = 8.23 = 22. 
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Le tablean (1.) devient 

89+1 = 2.45, 

89+45 = 2.67, 

89+67 = 2^39, 

89+39 = 2\ 

Le tableaa (1.) donne en m^me temps Texposant co auqael appartient r et 
toas les r^sidas des paissances e premiers ä r. 

Dans le cas oü r est nne racine primitive poiir le modale p, la 
formnle (3.) devient 

(4.) 9r^S^, 

bi parcoarant la s^rie des nombres positifs inf^rieurs k p et premiers k r, 
et Oi ^tant le plus petit nombre positif tel que a^p + fe^^O (mod.r). On 
ponrrait d'ailleurs introduire dans la somme (4.) les 6^ divisibles par r, 
puisque les a^ correspondants sont nnls (Comptes rendas t 52). La for- 
male (4.) est g^n^rale et la m^thode pr^c^dente suffirait pour le proaver. 
On peat d'aillears V^tablir directement de la mani^re snivante. 
Je consid^re la somme 

k ^tant an entier qaelconqne. 

Les nombres ß se divisent en r groapes; je ränge dans an mSme 
groape % toas les ß qui sont congras ä i (mod.r), je les d^signerai par 
/5, (i = 0, 1, 2,...,r-l). 

Les r/9 congras ä /?< (mod.p) sont de la forme /?<+a,p, a< ^tant le 

plus petit reste positif de -^^ (mod.r). 

Or qß.+aiP est congra ä 9^,---^— ?r (inod.p). Le coefficient de ßf" 

r 

dans U est donc congra k -^+gr et Ton a 

(5.) U = 2-^ + 2q,ßf, 

la somme ^tant ^tendae k toas les ß, Soit maintenant 2Ar=p— 1. Le 
premier membre s'annalle (mod.p) et il vient 

(6.) ^' = -^1-' 



298 Mirimanoffy sur la congruence (rP-^— l):p ^ q^ (mod.p). 

ßi parcourant la s^rie des nombres 1, 2, . . ., p—l et a. ^tant le plus petit 

nombre positif tel que a^p+ß^^O (mod.r). C'est donc la formule (4.). 

On peat exprimer qr en fonction des ßi qui ne d^passent pas 
p~l 
2 

II suffirait ponr cela de consid^rer la somme 

' V = 2qß{ß''--(rßT) (/? = !. 2, ... o 

et on arriverait k la formule 



«• X- ^— a, 



Ä- Ä ' 



la premi^re de ces sommes doit 6tre ^tendue aux ß tels que or, 

r—l 



(^=»1, 2, ..., v) 

r-1 



et la seconde aux ß tels que a^ 



2 



On peut simplifier la formule (6.). Posons /?^=p— ö,. et soit p' le 

plus petit reste positif de — (mod.r). II viendra «f^f'S^— 1 (mod.r). 

En augmentant d'une unit^ les num^rateurs de toutes les fractions 
de (6.), on arrive ä la formule 



p—di 



Les d^nominateurs parcourant la suite des nombres/?—!, p— 2, ..., 2, 1 
on voit que dans le cas de p' = 1, les num^rateurs correspondants parcourent 
le cycle 1, 2, . . ., r et dans le cas de p' > 1 le cycle p\ 2p\ . . ., rp' ^r 
(mod.r) ou le cycle commengant par p' et relatif ä la Substitution (1.2...r)^. 
On voit ä präsent comment doit ^tre modifi^e la loi de M. Sylvester. Dans 

le cas de r = 5 et — ^3 (mod.5), Texpression g^n^rale de qr n'est pas 



p—l ' p— 2 ' p-3 • p-4 ' p-5 ' 
mais bien 

3 + 1+^+2 ^ s 



p—l p—l p— 3 p— 4 p— 5 ' 
les num^rateurs formant la progression arithm^tique kp' (mod.r). 
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y = 



2. 

Voici une application de quelques-ans des r^saltats obtenas. 
Soient Bj, le &**""• nombre de Bemoulli, p un nombre premier et 

p-1 
2 

Les nombres B^, B„+y, . . ., £*+»>' sont li^s par la relation 
(7.) ^(-iy+'^(«)^|^ ^ (mod.p-). (<-«. 1. .. .... .) 

Dans cette formule*) le nombre & doit 6tre ^^(«+1) et il n'est pas di- 
visible par v. 

En particalier 

Si ß*^ (mod.p), tous les Ä*+,> sont divisibles par p\ posons Bj^y ^^p.bj^^iy. 
Les bj,^^y et bj^^^^^^^y sont li^s par nne relation analogne ä (8.) avec cette 
diff^rence qae le second membre n'est plns 0, mais nn nombre ind^pen- 
dant de a. 

On a, en effet 



(9.) 



(-i)*-<^-c-i)' älfe) - -S-^^**^' 



•2'(«7»A*)*+^?»A*-' (xAoLp). 



La premi^re de ces relatlons r^sulte de la formale 
yj(x) ^tant la fonction de BemotUli 



-1 ^ ^ il2*_2|/72 



«=1, 2. ..., t-l> 



il2* 2iT2*— 1 Il2k—2iMl2i 

Cette formule donne 

et 

^~2^^* • -^^ = -2-A»-> (mod.;,')- <* = »• '• -• '> 

De lä d^conle imm^diatement la premi^re des relations (9.)- 
•) Ce Journal, t. 41, p. 371. 
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Qaant ä la seconde, j'observe qu'on a 

X ^tant an nombre entier qaelconque. Je remplace les trois sommes par 
leurs expresaions en fonction de x et je fais successivement x = \^\ 

La combinaisoD des r^snltats obtenus donne la seconde forme (9.)- 
La premi^re forme devient illusoire lorsque 2^—1 ^ (mod.p). 
On a dans ce cas -Tg^^A^*"^ :^e et la seconde forme devient 

Posons 

S = Sq,h''-\ S" = 2qlh'\ 

La comparaison des deux formes (9.) donne, dans le cas oü Bj, est divisible 
par p, 

(10.) S'(l-2^-0+S"(l-2'*) = (mod.p). 

Cette ^galit^ peut 6tre Stabile directement. II suffit pour cela d'appliquer 
aax deux sommes la transformation du no. 1 qni nous a servi k obtenir 
la relation (5.). 

L'^galit^ (10.) a encore lieu, si 2'*— 1^0 (mod.j»), mais il n'est 

plus permis d'^crire — 1Z92* ^ ""'^ ' ^^ '^ seconde forme (9.) n'est plus 

une cons^quence de la premi^re. Si Bj, n'est pas divisible par p, on a la 
relation suivante entre B^ et Bj^y (mod.p^): 

(A=l, 2, ..., v) 

et la relation (10.) doit 6tre remplac^e par la suivante 

92t-- 1 
S'(l_2»-')+S"(l-2**) ^ q, g,,_^ ^A'*-' (mod.p). (»=i.»......) 
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Eationale Tetraeder. 

(Von Herrn K. Schwering in Düren.) 



Unter einem rationalen Tetraeder verstehe ich ein solches, dessen 
Kanten und Inhalt rationale Zahlwerthe besitzen. Es ist natürlich immer 
möglich, durch Fortschaffang der Nenner ein rationales Tetraeder in ein 
solches zu verwandeln, dessen Kanten und Inhalt gamzahlige Werthe 
besitzen. 

Die Aufgabe, solche Tetraeder anzugeben, war mir lange bekannt 
und ich habe im Jahre 1891 in meinen „100 Aufgaben'^ öffentlich aus- 
gesprochen, dass die Aufgabe meines Wissens noch nicht gelöst sei. Trotz 
vielfacher Bemühungen, bei denen ich mich der Unterstützung des Herrn 
E. Lampe zu erfreuen hatte, ist mir auch seither keine Lösung bekannt ge- 
worden. Ich glaube daher mit nachstehender von mir gefundenen Lösung 
nicht länger zurückhalten zu sollen. 

Die Aufgabe ist unzweifelhaft von nicht geringem wissenschaftlichem 
Interesse. Nennen wir die vier Ecken des Tetraeders A, B, C, D, bezeichnen 
die Kanten 

AB = c, BC^a, CA^b, 

DC=^h, DA=^f, DB^g, 

den Inhalt mit J^ so ist 144^^ eine homogene Form sechster Ordnung der 
sechs Variablen a, b, c, f, g, h. Wird ^ = , so liegt der Punkt D in 
der Ebene ABC und wir haben die Kummersche Aufgabe (dieses Journal 
Bd. 37 S. 1 ff.) vor uns, rationale Vierecke anzugeben. Diese Aufgabe ist 
von Kummer auf die bereits von Euler behandelte Aufgabe zurückgeführt^ 
die Gleichung: 

y' = a,,+a,x+a,x'+a,x'+a,x' 

in rationalen Zahlen zu lösen. Kummer geht bei seiner Lösung von der 
merkwürdigen Eigenschaft (S. 8 ob. Abb.) aus, dass bei einem Viereck mit 
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rationalen Seiten und Diagonalen auch die vier Abschnitte rational sind, 
in welche die Diagonalen sich theilen. Diese Eigenschaft wird von mir 
selbstverständlich nicht benatzt, da die Vierecksanfgabe für meine Lösung 
nur einen besonderen Fall darstellt. Trotzdem ist meine Lösung m. E. 
einfacher und naturgemässer als die von Kummer gefundene. Endlich sei 
mir gestattet, darauf hinzuweisen, dass meine Lösung in anderer Hinsicht 
auch die Verallgemeinerung einer anderen von Euler in seiner Algebra be- 
handelten Aufgabe ist, nämlich der von Euler gegebenen Lösung des Systems 

Sind nämlich x, y, z^ u, t), w Kanten eines Tetraeders, so ist dasselbe an 
einer Ecke rechtwinklig und hat einen rationalen Inhalt: J=^xy!6. 

Nennen wir die Seiten der bei D liegenden körperlichen Ecke a, 
ß, y, so ist 

(L) S6J^ = f^g^h^(l'-'CO&^a'-co&^ß—co%'^)' + 2coüaco%ßco%y). 

Hiernach zerlegen wir die Aufgabe, rationale Tetraeder anzugeben in fol- 
gende zwei Aufgaben: 

Erstens: Es sollen drei rationale Zahlen cosa^ cos/9^ cos^ und 
zwar ihrer Grösse nach echte Brtiche, so angegeben werden, dass der 
Ausdruck 

(2.) F = 1— cos^a— cos^/?— cosY+2cosacos/3cosy 

ein Quadrat werde. 

Zweitens: Nachdem cosa^ cos/9^ cos;" als rationale Zahlen bestimmt 
sind, soll das System: 

(3.) a'=^^+A'-2^Acosa; 6' = Ä^+f-2A/cos/5; c^ = ^+^'~2/^^cosy 

rational aufgelöst werden. 

Die Lösung der ersten Aufgabe ist sehr einfach. Es ist 

(4.) F = (1— cos^a)(l—cos^/9)— (cosy— cosacos/9)^ 

Mithin muss (1— cos^a)(l— cos^/?) als Summe zweier Quadrate dargestellt 
werden können, wenn F ein Quadrat werden soll. Ertheilen wir also 
1-cos'a und 1— cos^/9 Bruchform, so wird der Nenner eine Quadratzahl, 
der Zähler aber muss bei der Zerlegung in Primfactoren solche von der 
Form 4ii+3 nur in gerader Potenz enthalten. Man kann also 1— cos'« 
als Summe zweier rationalen Quadrate darstellen. Folglich muss jede Dar- 
stellung von 1 als Summe von drei rationalen Quadraten einen geeigneten 
Werth für cos« liefern. 
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Dieselben Schlüsse gelten für cos/9. Ist aber 1— cos^a and 1— cos^/9 
als Summe je zweier rationalen Qoadrate angebbar, dann gilt gleiches be- 
züglich ihres Prodactes und die Aufgabe ist gelöst Um die Einheit als 
Summe von drei rationalen Quadraten darzustellen, geht man am besten 
von der Aufgabe aus, eine Quadratzahl zu bilden, welche gleich der Summe 
von drei Qnadratzahlen ist. Wir fassen das Gesagte kurz in folgende 
Vorschrift: 

Mit Hülfe der Gleichung: 

(ni'+n'+p'+fy = (m'+«'-p'-ff+(2mp+2nqf+(2mq~2Hpy 

verschaffen wir uns drei Quadrate, deren Summe wieder ein Quadrat ist: 
Q^ = M^+N'-\-P^. In entsprechender Weise seien vier andere Zahlen 
Q'^ = M''+N'^+P'^ bestimmt. Dann liefern die Annahmen: 



cos« = 



M 



cos/? = 



M' 



cosy = 



MU'—NP'+PN' 



Q , ""-l- - Qf 1 — / - QQ, 

für F einen quadratischen Werth, dessen Wurzel ist: 



fF = + 



NN'+PP' 



^ QQ' 
Zahlenbeispiele: 9 = 1+4+4. 
1) ilf =1, iV =-2, P = 2 



^f' = 2 

2) ^ =1 
Jf' = 2 

3) ^ = 1 
itf' = 2 

4) i»f = 1 
^f' = 2 

b) M =2 
M' = 3 



^,^_j p,^ 2 1 cos« = ^, C08/3 = I, cosy = ^, VF = f 

N =-2, P = 2\ , ^ „ . m „ 

^'= 2 P'= J co8« = ii co8/3 = |, cosy = |, rF=|. 

iV =-2, P = 2l j- 

iV' = 2 P' = -1 ) *'°*" " ^' °°*^ " ^' ^^^^ ^ *' '^'^" ^• 

N =—2, P = 2) — 

iV' = -2 P' = 1 ) ^^*" ^ *' ^^^^ ^ *' °^*^ ^ ^' ^^ ^ ^' 



'' = ^4 P' = o} *'*'*" " ^' *'''*'^ " *' *''**^ = ^' ^= ^• 



iV = +2, P = 1 

N' 

Soll der Punkt D in die Ebene ylJ?0 fallen, so nehmen wir ent- 
weder a+/9+y = 2?! oder « = /9+y an. Um für die a, /9, y solche Werthe 
zu erhalten, dass die Cosinus rational werden, nehmen wir irgend ein Dreieck 
mit den ganzzahligen Seiten m, n, p und nennen seine Winkel a', ß', y'. 
Dann wird entweder « = n—a', ß = n—ß', y = n—y' oder « = n—a', ß = /5', 
y = y' gesetzt. 
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Gehen wir zur Bearbeitung des zweiten Theils der Aufgabe. Die 
Darstellung der ganzen Zahlen/, g, h wird verlangt, welche den Gleichun- 
gen (3.) genügen sollen. Wir setzen c = vg+f, dann folgt 

r^\ ^ 2y+2co8y . 

(PO 9 = — fn;;! — /• 

Ebenso setzen wir b=^iuf+h. Dann wird 

.^. - 2fi+2cosß , 

Co.; / = 1^^« •*• 

Endlieh setzen wir a = kg+h und finden 

.-. 2A+2co8g , 
(7.) flr = _^^^_.A. 

Hieraus folgt: 

^ft ^ -?. — 1— <^* A+cos« _ 2y+2co9y 

^ ^^ T "^ "i^^^ " fi + cos ß "" 1— r' ' 

Nehmen wir cos« = cos/? = cosy = 0, so haben wir ein rechtwinkliges 
Tetraeder vor uns und die Aufgabe stellt sich in der Form dar: 

1— /ti' J^ _ 2v 

FUr diesen Fall hat bereits Euler in seiner Algebra die Lösung gegeben. 
Er setzt fi = ^_/". und lost die sich ergebende Aufgabe, einen in l ent- 
stehenden Ausdruck vierten Grades zu einem Quadrate zu machen. Die 
Lösung bleibt insofern unvollständig als es nicht gelingt nachzuweisen, 
dass alle tlberhaupt möglichen Lösungen durch das Verfahren erreicht 
werden. Dieses £ti/ersche Verfahren lässt sich mit genau gleichem Erfolge 
auf die allgemeinere Aufgabe anwenden. Man findet 

.Q>^ . _ p'(l+co8y)+2p(co8g+co8/?)4-l— cQ8y4-2co8aco8/y 

Qy.; -A ^ 4(p+co8/?) 

Hier ist p beliebig und cos«, cos/?, cosy nach obiger Vorschrift angeb- 
bar. Für 

cosa = 0, cos/? = ^, cosy = — ^ 
folgt z. B.: 

_ p'+2p+2 . ^^ _ Ap+1 . 
""^"" 6p+4 ' f^- x+p ' 

Demgemäss für j» = 0, i = — ^, /li = —2 

/^=8, ^=-12, A = 9. 
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Oder, wenn man negative Vorzeichen vermeidet 

cos« = 0, cos/? = f , cosy = -i^, 

/=8, flr = 12, Ä = 9, 

a=15, 6 = 7, c=12. 

Der Inhalt dieses Tetraeders ist J = 96. Wir haben also eine sehr ein- 
fache Lösung vor uns. Allgemein erhält man für die oben festgesetzten 
Cosinuswerthe: 

g =. 6(6p+4)(p^-l)(p^+2p+2), 
b = 3(p^-l)(p^-4p~2)(p^+8;^ + 6). 

Für j9 = -2 erhält man 

/^=112, 17 = 72, A=135, 

a = 153, 6 = 103, c = 152, 

J = 120960. 

Hiemach erscheint die allgemeine Lösung in der Form, dass die Kanten 
als Functionen höchstens sechsten Grades einer Variablen p dargestellt wer- 
den können, sobald über die drei Cosinus zweckmässig verfügt ist. Diesem 
Verhalten des Tetraeders entspricht als besonderer Fall das Viereck mit 
rationalen Seiten und Diagonalen. So findet man für cos« = cos/? = cosy = — ^ 

r = (7;,^-4)(p^-.4)(2p-l). 

g = 80^-l)(;.^+2)(2p-l), 

Als Zablenbeispiel folgt flir p = — ^ 

/^=~120, ^=192, A = 133. 

Dies führt zu dem rationalen Viereck ABCD, für welches ist: 

AB = 133, BC = 192, CD = 168, DA = 127, AC = 283, DB = 120. 

Wir haben also folgendes Ergebniss: Bestimmt man drei rationale Cosinus 
derartig, dass der Ausdruck F Gl. (2.) entweder ein Quadrat oder Null ist, setzt 
dann k gleich dem aus (9.) sich ergebenden Ausdruck, so liefern die Aus- 
drücke (6.), (7.) die drei Kanten /", g, h eines rationalen Tetraeders oder 
zwei Seiten und eine Diagonale eines rationalen Vierecks. 
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Dieser Lösung kann eine zweite an die Seite gestellt werden, welche 
die obige an Einfachheit bei weitem Übertrifft. Setzen wir in Gleichung 
(8.) 1 = fi, so wird, dieselbe in Bezug auf l linear und giebt also für l 
sofort einen durch v bestimmbaren Werth. Es ist nämlich alsdann: 

n(\\ A+cosg _ 2v+2cosy 

Nehmen wir z.B. cos« = — f , cos/9 = 0, cosy = f, so folgt A = — 3, wenn 
y=:— 2 genommen wird und es ergiebt sich das in den „100 Aufgaben" 
mitgetheilte Beispiel 

/=6, y = 7, Ä = 8, a = 9, 6 = 10, c=ll, 

^ = 48. 

Ebenso folgt für cos« = 0, co8/3 = f, cosy = — ^ die allgemeinere Lösung: 

f = 4(p'-9)(pH6p-3), 
g = 24(;,+l)(p'+6p-3), 

a = 3(/+12p'+46;>*-4p+25), 
b = 3/+20p'+26;>*-60p+123, 
c = 4:(p'+2p-\-9)(p'+Qp-d-). 

Für p = 1 folgt nach Wegschaffang der gemeinsamen Factoren und Ver- 
tanschnng von g mit —g das bereits oben erhaltene Beispiel ^ = 8, ^ = 12, 
A = 9. Für cos« = ^, cos/9 = — ^, cosy = ^, v = 2 wird das rationale Vier- 
eck erhalten ABCD, in welchem AB = 48, BC = 57, CD = 73, D^ = 80 ; 
und dessen Diagonalen AC = QB, BD = 112 sind. — Wie Kummer bemerkt 
hat, sind in einem rationalen Vierecke immer anch die Abschnitte der 
Diagonalen, in welche dieselben sich gegenseitig theilen, rational. FUr 
dieses Viereck nun sind diese Abschnitte sogar ganze Zahlen, indem 
0^4 = 30, OJ5 = 42, 0C= 33, OD = 70 ist (für den Schnittpunkt der 
Diagonalen). Selbstverständlich kann auch X = —fi genommen werden. So 
führt die Annahme 

008«= II, COS/3 = 35V, ^ = -H. i« = H 

za dem Kummerschen Beispiel des rationalen Vierecks 
AB = 97, BC = 273, CD = 208, DA = 208, AC = 352, DC = 185. 
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Zum SchluBs stellen wir folgende Zahlenbeispiele rationaler Tetraeder zu- 



saiiimen: 














a = 30, 


6 = 21, 


c=17, 


f=b, 


g^lB, 


Ä = 24, 


J = 240, 


57, 


44, 


47, 


40, 


63, 


36, 


10080, 


33, 


44, 


23, 


16, 


9, 


36, 


576, 


14, 


33, 


21, 


27, 


24, 


30, 


720, 


120, 


199, 


259, 


49, 


280, 


200, 


0, 


4, 


3, 


3, 


4, 


3, 


3, 


h 


21, 


16, 


21, 


12, 


12, 


27, 


288, 


54, 


63, 


43, 


15, 


42, 


72, 


1680, 


56, 


69, 


21, 


27, 


24, 


48, 


2304, 


12, 


12, 


8, 


9, 


9, 


9, 


96, 


7, 


7, 


4, 


7, 


7, 


12, 


12, 


19, 


19, 


12, 


19, 


19, 


20, 


300, 


6, 


6, 


8, 


9, 


9, 


9, 


48. 



Düren, im Janaar 1895. 
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Studien über die Bewegungsvorgänge 
in der Umgebung instabiler Gleichgewichtslagen 

(Erster Aufsatz.) 
(Von Herrn A, Kneser in Dorpat.) 



JJie Theorie der kleinen Schwingungen eines materiellen Punktes 
oder Massen Systems um eine Lage stabilen Gleichgewichts ist seit Lagrange 
und Dirichlet bekannt und wohl begründet. Bei der Betrachtung instabiler 
Gleichgewichtszustände pflegt man sich dagegen mit allgemeinen, nicht 
immer streng begründeten Angaben zu begnügen, und vernachlässigt 
interessante Specialfälle, z. B. die asymptotische Annäherung an die Gleich- 
gewichtslage. Ich stelle mir daher die Aufgabe, die möglichen Bewegungs- 
vorgänge in der Umgebung einer Lage labilen Gleichgewichts zunächst 
für einen in einer Ebene beweglichen Punkt zu untersuchen, und an diesem 
Specialfall Methoden auszubilden, welche bei allgemeineren Problemen der 
Dynamik ähnliche Discussionen ermöglichen. 

§1. 

Die Niveaulinien in der Nähe einer Lage labilen Gleichgewichts. 

In einer Ebene bewege sich der materielle Punkt P, dessen recht- 
winklige Coordinaten x, y, und dessen Masse die Einheit sei, unter der 
Wirkung einer Kraft, welche das Potential U besitzt. In der Umgebung 
einer Gleichgewichtslage 0, die wir als Coordinatenanfangspunkt nehmen, 
sei das Potential eine reguläre analytische Function von x und y^ sodass 
man bei passender Wahl der Coordinatenrichtungen setzen kann 

U = ^(ax'J,bf)+^(x, y), 

indem man unter ^ eine Potenzreihe versteht, welche nur Glieder von 
mindestens dritter Dimension in x und y enthält, und durch a und b Con- 
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stante bezeichnet, für welche die Voraussetzung 

o^6>0 

eingeführt werde. Alsdann ist für den Punkt P eine Lage labilen Gleich- 
gewichts, für welche das Potential ein Minimum ist. Setzt man nämlich 

a? = rcos9), y = rsiny, 
so ist in der Entwickelung 

V = ^(acos'y+6sin^y)r^+5ß(rcosy, rsiny) 

der Coefficient von r^ von Null verschieden und nicht unterhalb der Grenze ^b 
gelegen ; man kann also von aus nach allen Richtungen Strecken ziehen, 
deren Länge oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze bleibt, und auf 
welchen der Werth des Potentials U mit wachsendem Abstand von zu- 
nimmt. Die Niveaulinien 

(1.) U = const. 

sind daher innerhalb eines gewissen den Punkt umfassenden Gebiets ein- 
fache geschlossene Linien ohne Doppelpunkt, die sich in ihrem ganzen Ver- 
lauf von so wenig, wie man will, entfernen, wenn die rechte Seite der 
Gleichung (1.) hinreichend klein genommen wird. Wenn dabei auf einer 
Niveaulinie das Potential grösser ist als auf einer zweiten, so wird diese 
von der ersten umschlossen. 

Eine ähnliche Entwickelungsform wie das Potential hat die Grösse 

in welcher durch die Indices x und y, wie fortan immer geschehen soll, 
die partielle Differentiation nach den Coordinaten bezeichnet wird, und £l 
eine Potenzreihe derselben Form wie ^ bedeutet. Auch die Grösse W 
muss daher auf jeder von ausgehenden Geraden für ein endliches Stück 
wachsen mit zunehmender Entfernung von 0. Man kann daher um diesen 
Punkt herum ein Gebiet abgrenzen, innerhalb dessen die Grössen U^ und 
J7y nicht gleichzeitig verschwinden, abgesehen vom Punkte selbst. Inner- 
halb eines solchen Gebietes hat, wenn in ihm das Potential sich regulär 
verhält, die Niveaulinie (1.) eine eindeutig bestimmte Tangente; für die 
Krümmung ergiebt sich aus den für die Niveaulinie geltenden Gleichungen 

Journal für Mathematik Bd. CXV. Heft 4. 40 
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oder den aas ihnen durch Vertauschang von x und y gebildeten der AuBdrack : 

in welchem der Nenner von Null verschieden ist. Nun ist die quadratische 
Form 

für hinlänglich kleine Werthe von x und y definit und positiv, da sie sich 
für a? = j( = auf die Form 

reducirt; der Zähler des Ausdruckes (2.) kann also innerhalb des betrach- 
teten Gebietes nur im Punkte verschwinden, so lange die Determinante 
der Form ^(|, ^) nicht den Werth Null angenommen hat. So lange daher 
die Ungleichungen 

(3.) Vl+Ul>0, Uly^V^^U^<0 

bestehen, ist die Krümmung der Niveaulinie (1.) von Null verschieden and 
endlich, diese Linie daher von Wendepunkten und Spitzen frei. 

Ein den Punkt umfassendes, von einer Niveaulinie begrenztes Ge- 
biet, innerhalb dessen und auf dessen Rande die Function U regulär bleibt 
und, von abgesehen, die Ungleichungen (3.) bestehen, nennen wir ein 
Gebiet @J. Innerhalb desselben wächst das Potentialniveau, wenn man sich 
längs eines durch gezogenen Radiusvectors von diesem Punkte entfernt 
Denn versteht man unter £ eine positive unendlich kleine Grösse und setzt 

dx = €Xy dy = By, dU = €(xU^-\'yUy) = bV, 

so ist die Grösse V zunächst für hinreichend kleine Werthe der Coordinaten 
positiv: da nun das Differential 

dV = U^dx+Uj,dy + U^^xdx+U^j,(xdy + ydx)+Uyyydy 

= e(V+U^^x'+2U^xy+Uyyf) = <F+*(ar, y)) 

zufolge der zweiten Ungleichung (3.) positiv bleibt, so lange dies von V 
gilt, so kann diese Grösse beim Fortgang von längs irgend eines Radius- 
vectors nicht abnehmen, sie bleibt also positiv, so lauge das Gebiet @ 
nicht verlassen wird. Das Differential dU ist also bei dem bezeichneten 
Fortgange auch positiv; speciell kann man hieraus schliessen, dass das 
Potentialniveau auf irgend einer Niveaulinie des Gebietes & grösser ist als 
auf einer von ihr umschlossenen. — Endlich sei noch bemerkt, dass die in 
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den Ungleichangen (3.) links stehenden Grössen, wenn man ein beliebig 
kleines den Punkt umfassendes Gebiet ausschliesst, für den ganzen Rest 
des Gebietes & oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze verbleiben. 

§2. 

Erste üebersicht der möglichen Bewegungen. 

Bezeichnen wir fortan durch Accente die Ableitungen nach der Zeit t, 
so lehren die Bewegungsgleichungen 

(4.) x" = U,, y" = Vy, 

dass die Coordinaten x und y analytische Functionen der Zeit sind, die sich 
in der Umgebung des Werthes to regulär verhalten, wenn der Punkt P zur 
Zeit /() im Innern des Gebietes @) liegt. Dasselbe gilt daher von dem 
Werth der Function U im Punkte P, dem Potentialniveau desselben, und 
für ihre nach der Zeit genommenen Ableitungen, sodass zur Bestimmung 
der Maxima und Minima die gewöhnliche Regel anwendbar ist Nun be- 
stehen offenbar die Gleichungen: 

-^ = U,x'+ U,y', 

oder mit Benutzung der Gleichungen (4.) und einer in § 1 eingeführten 
Bezeichnung 

(o.) -^ = ^(x', y')+Ul+Ul. 

Diese Grösse ist, da die Form $ definit und positiv ist, für das Gebiet @ 
stets positiv, abgesehen von dem Werthsystem 

0? = y = aj' = y' = 0, 

für welches offenbar das Potential seinen kleinsten Werth Null erreicht; 
daraus folgt, dass im Gebiete @ das Potentialniveau des Punktes P niemals 
ein Maximum und höchstens ein einziges Minimum haben kann. Wenn 
also der Werth von U im Punkte P einmal vom Abnehmen zum Zunehmen 
übergegangen ist, so bleibt er im Zunehmen, solange der Punkt P nicht 
die Grenze des Bereiches @ überschritten hat. 

Man kann sich von dieser Thatsache leicht auch geometrisch Rechen- 
schaft geben, wenn man bedenkt, dass die Kraft stets nach der concaven 

40» 
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Seite der Bahncurve des bewegten Punktes gerichtet sein mass. Anderer- 
seits ist im Gebiete & die Kraft stets nach der convexen Seite der Niveau- 
linie gerichtet; Niveaulinie und Bahncurve können sich also nur äusserlich 
berühren. Nun vermehrt sich der Werth des Potentials nach der convexen 
Seite der Niveaulinie hin; wird sie also von der Bahncurve berührt, so ist 
für diese der Berührungspunkt ein Punkt kleinsten Potentialniveaus. 

Aber die Gleichung (5.) lehrt noch mehr. Die Grösse U" bleibt 
oberhalb einer von Null verschiedenen positiven Grenze y, wenn der Punkt 
P in ein beliebig klein abgegrenztes Gebiet, welches den Punkt um- 
fasst, niemals eindringt. In diesem Falle kann der Punkt P nicht für un- 
begrenzt wachsende Werthe der Zeit im Gebiete ® bleiben, da sonst der 
Ungleichung 

zufolge die Grösse U' und damit auch U selbst über alle Grenzen wachsen 
müsste, was innerhalb des Gebietes & offenbar nicht möglich ist Der 
Punkt P muss also entweder nach einem endlichen Zeitintervall das Ge- 
biet & verlassen, oder der Gleichgewichtslage unbegrenzt nahe kommen. 
Die erste dieser beiden Möglichkeiten stellt die gewöhnlich allein 
erwähnte, für das labile Gleichgewicht charakteristische Bewegungsart dar; 
der zweite Fall verlangt eine weitere Erörterung. Tritt er ein, so muss 
das Potentialniveau des Punktes P beständig im Sinken bleiben ; denn hätte 
es einmal zu wachsen begonnen, so bliebe es im Wachsen, während es 
bei unbegrenzter Annäherung an unter jede Grenze herabsinken müsste. 
Bleibt also der Punkt P für t = oo im Gebiete ®, so nähert er sich der 
Grenzlage an. Nun lautet die Gleichung der lebendigen Kraft 

x''+y" = 2(£7+A); 
wenn daher das Potential U unendlich klein wird, nähert sich die Ge- 
schwindigkeit dem Grenzwerth y2h. Wäre dieser von Null verschieden, 
so gälte dasselbe von ^(x, y')] denn der Werth dieser Form hat fUr alle 
der Gleichung 

(6.) x'^'+y" = 2A 

genügenden Grössen x', y' ein von Null verschiedenes Minimum; also läge 
auch für alle Werthe x\ y\ die der Gleichung (6.) mit hinreichender An- 
näherung genügten, der Werth ^{x\ y') oberhalb einer positiven Grenze. 
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Dasselbe würde dann zufolge der Gleichung (5.) von £/" gelten; daraus 
kü^nnte man wie vorher schliessen, dass die Grösse U unbegrenzt an- 
wachsen müsste, was offenbar im Gebiete ßj unmöglich ist. 

Dabei ist leicht einzusehen, dass, wenn der Punkt P beständig im 
Gebiete & bleibt, die Lage nicht nach einem endlichen Zeitintervall er- 
reicht werden kann, wenn nicht etwa der Punkt P dauernd in ihr verharrt. 
Denn da A = 0, würde die Lage mit der Geschwindigkeit Null erreicht 
werden; durch die Festsetzung aber, dass für einen bestimmten endlichen 
Zeitpunkt t^ 

aj = y = aj' = y' = 

sei, definirt man ein Integralsystem der Bewegungsgleichungen völlig eindeutig; 
da diese Gleichungen bestehen, wenn der Punkt P dauernd in der Lage 
verharrt, so können sie nicht für ein Integralsystem bestehen, welches fUr 
gewisse Zeitpunkte von Null verschiedene Werthe der Coordinaten x und y 
ergiebt. Man kann diese Thatsache aber noch in direct anschaulicher 
Weise herleiten. 

Führt man in die Gleichung der lebendigen Kraft Polarcoordinaten 
ein vermittelst der Gleichungen 

X = rcos^), y = rsin^^, r = OP, 

so lautet sie in dem betrachteten Falle 

(7.) r"-\-r''(p'^ = 2(U+h) = 2U. 

Nun ergiebt sich aus der Entwickelung 

U= ^(ax'+by') + ^(x, y), 

dass bei passender Wahl der positiven Constanten g für hinreichend kleine 
Werthe von r 

2£/<i^V; 

dann ergiebt die Gleichung (7.): 

(8.) r''<C9'r\ 

Die Grösse r wird nun, sich stetig ändernd, bei unendlich abnehmendem 
Potentialniveau unendlich klein, erreicht also jeden unterhalb einer gewissen 
positiven Grenze liegenden Werth r^ fUr einen gewissen Zeitpunkt ti zum 
letzten Male. Von einem bestimmten Moment /i an fassen wir alle Zeit- 
intervalle ins Auge, in welchen t>fi ist, die Grösse r abnimmt, und ihren 
jeweiligen Werth zum letzten Male erreicht; in der G^sammtheit dieser Inter- 
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valle wird dann jeder Werth von ri bis und zwar jeder ein einziges Mal 
von der Grösse r angenommen. Für diese Intervalle ergiebt die Relation (8.): 

-dr 



gdt 

integrirt man diese Ungleichung über die bezeichneten Intervalle hin, so 
giebt die rechte Seite ein unendlich grosses Resultat, da nach r einfach 
von Ti bis zu integriren ist. Die Summe der bezeichneten Intervalle ist 
also unendlich gross; die Lage wird vom Punkte P nicht nach endlicher 
Zeit erreicht. 

Die Resultate dieses Paragraphen geben eine erste Uebersicht über 
die möglichen Arten der Bewegung in der Nähe des Punktes 0: bewegt 
sich der Punkt P im Gebiete ®, so muss er dasselbe entweder nach end- 
licher Zeit verlassen, oder er nähert sich mit beständig fallendem Potential- 
niveau der Gleichgewichtslage unbegrenzt, ohne sie nach endlicher Zeit 
zu erreichen ; letzterer Fall erfordert A = 0. Ob er sich verwirklichen lässt, 
bleibt zunächst dahingestellt. 

§3. 

£in analytischer üülfssatz. 

Um den stetigen Uebergang der verschiedenen im Gebiete ® mög- 
lichen Bewegungsformen in einander übersehen zu können, leite ich einen 
analytischen Satz ab, der möglicherweise bekannt, jedenfalls sehr plausibel 
ist, der aber in den mir zur Verfügung stehenden Handbüchern nicht strenge 
bewiesen wird. Den Ausgangspunkt bildet dabei der auf Reihenentwicke- 
lung beruhende Beweis von Cauchy flir die Existenz der Integrale beliebiger 
Differentialgleichungen. 

Sind in dem Gleichungssysteme 

die rechten Seiten analytische Functionen ihrer Argumente, die sich in der 
Umgebung eines Werthsystems (0, «i, «2» • • • ? «0 regulär verhalten, und zwar 
für alle Werthsysteme, die den'^Ungleichungen 

(2.) \t\<^a, |fi,~«,|<26 

genügen, so beschreibe man in der Ebene, welche die Werthe irgend einer 
complexen Variablen Uy darstellt, um den Punkt a^ einen Ejreis vom 
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Radius 6; innerhalb desselben sei ßy ein beliebiger Punkt Der um diesen 
mit dem Radius 6 beschriebene Kreis liegt ganz innerhalb des um den 
Punkt «y mit dem Radius 26 beschriebenen; hat man also 

(3.) |^.-«.| < b, 

so sind für alle Werthsysteme, die den Ungleichungen 

(4.) |'l<ö, \u.-ßA<f> 

genügen, auch die Relationen (2.) erfüllt; dabei haben offenbar a und 6 
von den Grössen ßy unabhängige Werthe. 

Will man nun dasjenige Integralsystem der Gleichungen (1.) bilden, 
in welchem für / = die Gleichungen 

Uy = ßy 

bestehen, so können nach Cauchy*) die Grössen Uy nach Potenzen von t 
entwickelt werden, und die Coefficienten sind dem absoluten Betrage nach 
kleiner als die entsprechenden in der Entwickelung einer leicht zu bilden- 
den Grösse Y, für welche die Differentialgleichung 

dY M 



dt 



(>-T)(>-i)" 



besteht; dabei ist M eine positive Grösse, welche für die durch die Rela- 
tionen (4.) definirten Werthsysteme von den absoluten Beträgen der Func- 
tionen fy nicht erreicht wird. Man kann diese Grösse von den Werthen ßy 
unabhängig machen, indem man für sie das Maximum der genannten Be- 
träge in dem Gebiet (2.) nimmt. Die Entwickelung Y und demnach auch 
die Potenzreihen Uy convergiren dann**) für 



(5.) |/|<a(l-c c«4.i)ira)^ 



also auch in einem von der speciellen Wahl der Werthe ßy unabhängigen 
Gebiete. Fixirt man innerhalb desselben den Werth t, so sind die einzelnen 
Glieder der Reihe Uy dem absoluten Betrage nach kleiner als die ent- 
sprechenden der Reihe Y; da letztere von den Grössen ßy nicht abhängen, 
so convergiren die Reihen Uy, nachdem man t fixirt hat, gleichmässig für 



•) Picard, Traito d'analyse t. II (1893). S. 308. 
♦*) Picard, 1. c. S. 309. 
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alle Werthsyßteme ßy, welche den ÜDgleichungen (3.) genügen. Nun sind 
offenbar die Cöefficienten in der Entwickelung von Uy nach Potenzen von i 
analytische Functionen der Grössen ßy, die sich in dem unter (3.) definirten 
Gebiete regulär verhalten; dasselbe gilt also nach einem bekannten Satze 
von Weierstrass*) auch von den gleichmässig convergenten Summen Uy 
selbst. D. h. die Werthe, welche die Functionen Uy für einen bestimmten, 
der Ungleichung (5.) genügenden Werth von t annehmen, sind analytische, 
im Gebiete (3.) reguläre Functionen der Anfangswerthe ßy. 

Wenn nun Iq ein beliebiger Werth des Gebietes (5.) ist, in welchem 
die definirten Integrale Uy die Werthe til annehmen; wenn ferner die Func- 
tionen fy in der Umgebung jedes Werthsystems (/o, ti", . . . , «U) , das einem 
dem Gebiete (3.) angehörigen Werthsysteme ßy entspricht, ein reguläres 
Verhalten zeigen, so kann man diejenigen Integrale des Systems (1.) bilden, 
welche für / = /q die Anfangswerthe wj! annehmen; sie bilden die analytische 
Fortsetzung der bisher betrachteten Functionen w^, und sind als Potenzreihen 
des Argumentes <— /,j darstellbar in einem Bereiche 33, der zum Theil über 
das Gebiet (5.) hinausreichen kann. Die Werthe der Functionen Uy in 
einem Punkte ti des Gebietes 33 sind dann nach dem Obigen analytische 
Functionen der Grössen «'/, «^, ..., ul^ welche sich in der Umgebung des 
für ßy = ßy erhaltenen Werthsystems derselben regulär verhalten. Die 
Functionswerthe Uy für / = /i sind daher auch reguläre analytische Func- 
tionen der Grössen ßy in der Umgebung des Werthsystems ßy = cty. Von 
/i ausgehend kann man in gleicher Weise zu neuen, möglicherweise ausser- 
halb des Gebietes ^ liegenden Werthen fortschreiten und erhält so das 
folgende Resultat. Wenn in der Ebene der complexen Zahlen t längs einer 
stetigen Linie vom Punkte zum Punkte T eine analytische Fortsetzung 
der Functionselemente Uy möglich ist, welche durch ein beliebiges der Un- 
gleichung (3.) genügendes Anfangswerthsystem 

charakterisirt sind; wenn man ferner bei jeder solchen Fortsetzung nur zu 
Werthsystemen (/, «i, «2? ••., «^n) kommt, für welche die Functionen fy ein 
reguläres Verhalten zeigen, so sind die für / = T erhaltenen Werthe der 
Grössen Uy analytische Functionen der Anfangswerthe ßy, welche sich in 
der Umgebung des Werthsystemes ßy = «^ regulär verhalten. 

•) Weierstrass, Werke Bd. I (1894) S. 70. 
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§4. 

Die Existenz der als möglich erkannten Bewegungsarten. 

Um das erhaltene Resultat auf die Bewegnngsgleichangen des Punktes 
P anwenden zu können, schreiben wir dieselben in der Form 

^-v J^-,/ ^^O ^-U 

dt "^^ dt ^y^ dt ^^'' dt ^^y' 

und gehen davon aus, dass die rechten Seiten reguläre analytische Functionen 
der in ihnen vorkommenden Grössen sind, solange der Punkt P das Ge- 
biet ® nicht verlassen hat. Fasst man also eine Bewegung ins Auge, 
welche von einem beliebig bestimmten Punkte A auf dem Rande des Ge- 
bietes @) mit der Geschwindigkeit «u beginnt, und verlässt dabei der Punkt 
P das Gebiet ® nicht in dem Zeitintervall von < = bis < = /y, so ändert 
sich die fUr letzteren Zeitpunkt erreichte Lage Po des Punktes P stetig 
mit der Anfangsrichtung; die Coordiuaten des Punktes P^ sind analy- 
tische Functionen des Winkels zwischen der Anfangsrichtung im Punkte 
A und einer festen Geraden, und zwar sind diese Functionen regulär in 
der Umgebung jedes Werthes des bezeichneten Winkels, fUr welchen eine 
Bewegung der angegebenen Beschaffenheit erhalten wird ; dasselbe gilt von 
den Werthen der Grössen x' und y' zur Zeit ^,. Wenn daher der Punkt P 
bei einer Anfangsrichtung 91 nach endlicher Zeit das Gebiet @) verlässt, 
und das diesem Gebiete angehörige Stück seiner Bahncurve durch (5 be- 
zeichnet wird, so erhält man bei jeder von 91 hinreichend wenig, etwa um 
den Winkel d abweichenden Anfangsrichtung 91' eine Bahncurve fö', auf 
welcher der Punkt P ebenfalls nach endlicher Zeit das Gebiet ® verlässt. 
Ordnet man die Punkte der Curven 6 und (S' einander zu, welche nach 
gleichen Zeiträumen von A aus erreicht werden, so sind entsprechende Punkte 
von einander um weniger als die beliebig gegebene Länge ^i entfernt, und 
die Werthe jeder der Grössen x' und y' in ihnen sind beliebig wenig von 
einander verschieden, sobald der Winkel d hinlänglich klein geworden ist. 
Hieraus folgt, dass auch die Grösse 

(6.) ^ = V,x'+UJ 

in entsprechenden Punkten bei beiden Bewegungen beliebig wenig ver- 
schiedene Werthe besitzt; grenzt man also längs der Curve ® ein Gebiet 
ab, innerhalb dessen diese Grösse oberhalb einer positiven oder unterhalb 
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einer negativen Grenze verbleibt, so gilt dasselbe von ihren Werthen, die 
sie in dem entsprechenden Zeitintervall bei der Bewegung längs der Curve 
fö' annimmt. Die Punkte, für welche die Grösse U' verschwindet, also 
die Punkte niedrigsten Potentialniveaus bei der einen und andern Bewegung 
werden daher nach Zeitintervallen erreicht, die beliebig wenig von einander 
verschieden sind; in ihnen haben also die Grössen x^ y, x\ y bei der 
einen Bewegung Werthe, welche von den gleichbezeichneten bei der anderen 
beliebig wenig abweichen, sobald d hinlänglich klein geworden ist 
In den Punkten niedrigsten Potentialniveaus hat man nun 

(7.) t/' = V,x'+ U,y' = 

und es berühren sich im allgemeinen Niveaulinie und Bahncurve. Längs 
der ersteren kann eine bestimmte Fortgangsrichtung als die positive definirt 
werden, etwa diejenige, welche zur Richtung der äusseren Normale liegt 
wie die positive y-Axe zur positiven a?-Axe des Coordinatensystems; geht 
man stetig von einer Niveaulinie zur anderen über, so ändern sich die posi- 
tiven Fortgangsrichtungen ebenfalls stetig. Die Richtungscosinus der äusseren 
Normale sind, da diese nach der Richtung wachsender Werthe von ü 
hinweist. 



wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist; die Richtungscosinus der posi- 
tiven Fortgangsrichtung sind daher 

(8.) ""^^ ^' 



'V 



Andererseits sind die Richtungscosinus der Bewegungsrichtung des Punktes 
die mit positiver Quadratwurzel gebildeten Grössen 

(9) ""' ^' 

Diese stimmen mit den Grössen (8.) beziehentlich Uberein oder sind ihnen 
entgegengesetzt in einem Punkte niedrigsten Potentialniveaus, je nachdem 
die Bewegungsrichtung des Punktes P mit der positiven Richtung der 
Niveaulinie übereinstimmt oder ihr entgegengesetzt ist Wenn jedoch in 
dem betrachteten Punkte die Gleichung 

x' = y' = 

besteht, so werden die Ausdrücke (9.) illusorisch, ebenso die Ausdrücke (8.), 
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wenn der Punkt P die Lage erreicht. Von diesen Fällen abgesehen hat 
man zufolge der Gleichung (7.) 



U, Vy vi+ui Vl+Ui 

und der gemeinsame Werth dieser Brüche, von denen jedenfalls der 
dritte einen von Null verschiedenen Nenner hat, ist zufolge der angegebenen 
Beziehung zwischen den Grössensystemen (8.) und (9.) positiv oder negativ, 
je nachdem in dem betrachteten Punkte die Bewegungsrichtung des Punktes 
P mit der positiven Richtung der Niveaulinie übereinstimmt oder ihr ent- 
gegeflsetzt ist. 

Offenbar ist nun V eine stetige Function der Grössen x^ y, x^ y', 
ändert sich also den oben erhaltenen Resultaten gemäss stetig beim Ueber- 
gange vom Punkte niedrigsten Potentialniveaus auf der Bahncurve 6 zu 
dem Punkte gleicher Eigenschaft auf der Curve ©'. Speciell betrachte 
man die von A mit der Geschwindigkeit «o tangential zur Randlinie des 
Gebietes & in der einen und anderen Richtung ausgehenden Bewegungen; 
für sie ist A der Punkt niedrigsten Potentialniveaus und hat der Ausdruck 
V entgegensetzte Werthe. Da nun die Function U auch auf der Randlinie 
d. h. in einer beliebig kleinen Umgebung des Punktes A sich regulär ver- 
hält, so kann man auch auf die bezeichneten beiden Bewegungen und die 
von ihnen hinreichend wenig abweichenden, welche von A aus in das Ge- 
biet ® hineinführen, die obigen Folgerungen aus § 3 anwenden; bei letz- 
teren beiden Bewegungen liegen die Punkte niedrigsten Potentialniveaus be- 
liebig nahe bei A^ und bei der einen von ihnen ist V negativ, bei der 
ianderen positiv. Unter den von A aus mit der Geschwindigkeit «o in das 
Gebiet ® hineinführenden Bewegungen giebt es daher solche, für welche 
der Ausdruck V im Punkte niedrigsten Potentialniveaus ein willkürlich vor- 
geschriebenes Vorzeichen besitzt. 

Für jede dieser Bewegungen hat nach § 2 das Potentialniveau im 
Gebiete & ein Minimum, sobald A^O. Bei Ausschluss des Falles A = 
geht also die Grösse V stetig von positiven zu negativen Werthen über bei 
stetiger Aenderung der Anfangsrichtung dt] daher giebt es unter den be- 
trachteten Bewegungen solche, für welche in einem Punkte die Gleichungen 

•(10.) £/' = D,x'+ü,!^' = 0, F=D,V-"t/,x' = 

zusammen bestehen. Für A >> können zufolge der Gleichung der leben- 

41* 
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digen Kraft die Grössen x' und y' im Gebiete & nicht zugleich verschwinden; 
daher schliesst man ans unseren Gleichungen 



W = 



U. Uy 



= 0, 



-Uy u^ 

was nur im Punkte eintreten kann; es giebt daher eine durch gehende 
Bahncurve, auf welcher der Punkt P von A mit der Geschwindigkeit t?,, 
ausgeht. Hat man dagegen A<;0, so lehrt die Gleichung der lebendigen 
Kraft, dass niemals erreicht werden, die Determinante W also nicht ver- 
schwinden kann; dann ergeben die Gleichungen (10.) 

. (11.) x' = y' = 0, 

der Punkt P erreicht das Niveau der Geschwindigkeit Null. 

Um diesen Fall näher zu untersuchen, nehmen wir an, die Gleichun- 
gen (11.) bestehen für < = /i; durch (x\y\ sei eine ganze Function der 
Grössen x\ y' bezeichnet, die nur Glieder von mindestens Arter Dimension 
enthält Dann ergeben die Bewegungsgleichungen 

(12.) x" = U^, y"=:U, 

durch Differentiation 

x'" = U^^x'+ U^,y\ x'\= U^^U^+ V^yV,^(x\ y% 

Bezeichnet man durch ^, H^, O ganze rationale Verbindungen der partielleil 
Ableitungen von t/, also von x und y freie Ausdrücke, so sei die für & = 1, 2 
leicht zu verificirende Gleichung 

(13.) x^''^'^ = ^x'+Vy'+{x\ y')3 

für irgend einen Werth von & bewiesen. Dann folgt 

^(2*+2) ^ ^x'''\'Wy''+e^^^x'^+2e^'>x'y'+0^^^y'^+{x\ y% 
= ^^^^y+0^^^^x"+20^'^xy+0^'^y"+(x', y')^; 

denn differentiirt man auf der rechten Seite der Gleichung (13.) die von x 
und y' freien Grössen, so tritt jedesmal ein Factor x oder y' auf, und die 
Dimension in diesen Grössen erhöht sich um Eins. Differentiirt man dagegen 
eine der Grössen x^ y\ so erniedrigt sich die Dimension um Eins; es tritt 
ein Factor x" oder y" auf, der nach den Gleichungen (12.) ausgedrückt 
werden kann. Die Differentiation der ersten beiden Glieder von a;^^*"*"*^ giebt 
daher entweder in x und y' quadratische Glieder, oder solche, die diese 
Grössen nicht und nur die zweiten Ableitungen enthalten. Aus denselben 



(14.) { 
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Gründen giebt die Formel (14.) mit Benutzung der Gleichungen (12.): 

womit die Allgemeingültigkeit der Formel (13.) für alle ungeraden Ableitun- 
gen von X dargethan ist ; dieselbe Ausdrucksform gilt natürlich für die Grössen 
y(2*+i) Unter der Annahme (11.) hat man also für < = /i allgemein: 

Die Coordinaten x und y sind daher gerade Functionen von /— /i, der 
Punkt P kehrt zur Zeit t^ty^ um und geht längs der schon durchlaufenen 
Bahn zurück, ein Resultat, welches von Staude*) durch Infinitesimal- 
betrachtungen bewiesen worden ist. 

Unter den von A ausgehenden Bahncurven mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit Vo giebt es also für A <r solche , auf welchen diese Erscheinung 
der „congruenten Rückkehr der Bewegung in sich" nach der Bezeichnung 
von Staude eintritt. 

Um endlich analoge Resultate für den Fall h = zu erzielen, gehen 
wir davon aus, dass hier nach § 2 die Möglichkeit vorliegt, auf einer Bahn- 
curve überhaupt kein Minimum des Potentialniveaus anzutreffen; in diesem 
Falle findet asymptotische Annäherung an die Lage statt. Dabei hat 
die Grösse V auch jetzt für einige der Bewegungen einen positiven, für 
andere einen negativen Werth. Würde nun jede Bewegung, bei welcher 
der Punkt P von A aus mit der Geschwindigkeit t?,, in das Gebiet ® hinein- 
geht, ein Minimum des Potentialniveaus darbieten, so würde für jede die 
Grösse V zu bilden sein; ihre verschiedenen Werthe könnten stetig in ein- 
ander übergeführt werden, sie müsste also auch einmal verschwinden, so- 
dass die Gleichungen (10.) zusammen beständen. Daraus würde eins der 
beiden Gleichungssysteme 

x' = y' = 0, U,= U, = 
folgen, welche aber nach § 2 ausgeschlossen sind, da für A = weder die 
Lage noch die Geschwindigkeit Null erreicht werden kann. Somit folgt, 
dass in diesem Falle stets solche Bewegungen vorhanden sind, bei denen 
das Potentialniveau sich asymptotisch dem Werthe Null annähert. 

Fassen wir die erhaltenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
folgendes Theorem: 



*) Staude, Ein Beitrag zur Discussion der Bewegungsgleichungen eines Punktes, 
Math. Annalen Bd. XU S. 240. 
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Der materielle Punkt P bewege sich in einer Ebene unter der Wirkung 
einer Kraft, deren Potential im Punkte den Minimalwerth Null hat; das- 
selbe werde bei Annäherung an unendlich klein wie das Quadrat des Ab^ 
Standes von und sei in der Umgebung dieses Punktes eine reguläre analy- 
tische Function des Ortes, Liegt dann der Punkt A in einer gewissen Um- 
gebung f>on Oy genauer in dem nach ^ \ zu deßnirenden Gebiete %, und hcU 
das Potential in A den Werth U^y, so giebt es unter den in A mit der will- 
kürlich gegebenen Geschwindigkeit r,) beginnenden Bewegungen des Punktes P 

1) wenn t?J>2t/J, solche , bei welchen der Punkt P die Lage erreicht; 

2) wenn f?S<C2Z7I, solche, bei welchen der Punkt P auf der Niveaulinie 
U=^vl mit der Geschwindigkeit Null anlangt und dann auf der durchlaufenen 
Bahn zurückkehrt; 3) wenn «o = 2[/o solche, bei denen der Punkt P sich der 
Lage unbegrenzt nähert, ohne sie je zu erreichen. 

§5- 

Analytische Erörterung einiger der erhaltenen Resultate. 

Ein Theil der erhaltenen Resultate, der Satz nämlich, dass bei ge- 
wissen Bewegungen eine asymptotische Annäherung an die Lage labilen 
Gleichgewichts eintritt, kann auch aus einem von Poincare*) bewiesenen 
Theoreme gefolgert werden, nach welchem unter gewissen Voraussetzungen 
eine periodische Lösung eines Differentialgleichungssystems andere ergiebt, 
die sich ihr asymptotisch annähern. Die periodische Lösung wäre in un- 
serem Falle diejenige, bei welcher der Punkt P dauernd in der Gleich- 
gewichtslage ruht. Wir wenden die Methoden des genannten Forschers 
auf unser Problem in derjenigen Form an, welche ihnen neuerdings von 
Ptcarrf**) gegeben worden ist. 

In den Bewegungsgleichungen 

x'' = ax+%{x, y), y" = 6y + ^,(x, y) 

führen wir neue Variable ein, indem die Quadratwurzeln fortan stets positiv 
genommen werden: 

x^ = x— X Va, a?2 = y '— y ^y Xi = x'+x ]/a, x^ = y'+ y Vb; 



*) Poincar6, Les nouvellos methodes de la mecauique Celeste t. I (1892) p. 335 if. 
) Picard, Traite d'analyse t. III (1894) p. 19. 
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setzt man ausserdem 



— 5R(0 



*.(x.»)=*.(-^.^)=* 



SO nehmen die Bewegangsgleichungen folgende Form an: 



(1.) 



dt 






dt 



dabei enthalten die Potenzreihen 5ß^'^ und ^^^^ offenbar nur Glieder, welche 
in a?i, a?2, x^^ x^ von mindestens zweiter . Dimension sind. Statt dieser Glei- 
chungen betrachten wir das folgende System partieller Differentialgleichungen 



(2.) 



c ^^1 



dx. 



-iay.^-Uy,^ = -ar,]/^-h$ß(^ 






-Vay.-l^-l^j,,-^ = _a:,]/6+r\ 



5». 






= +aT4}/6+gJ(2); 



(V = 1, 2, 3, 4) 



ist eine Lösung dieses Gleichungssystemes 

so erhält man eine Lösung des Systemes (1.) in der Form 

indem unter a und /i willkürliche Constante verstanden werden. 

Die Gleichungen (2.) können nun nach Picard durch convergente 
Potenzreihen der Argumente y^ und yj, welche mit diesen verschwinden, 
aufgelöst werden, sobald alle Grössen 

P,+P, + l ' P,+P,+l ' 

in welchen pi und ^2 ganze, nicht negative Zahlen bedeuten, deren Summe 
^ 2, dem absoluten Betrage nach oberhalb einer positiven Constanten liegen. 
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Diese Voraussetzung ist erfüllt, wenn nicht Va : b eine ganze Zahl grösser 
als Eins ist. Man sieht ferner aus den Gleichungen (2.) für a >> 6 leicht, 
dass, wenn die Grössen Xy mit yi und ya verschwinden sollen, nothwendig 
die Gleichungen 

bestehen müssen ; für a = b setzen wir sie voraus. Dagegen bleiben die 
Ableitungen. -g^ und -^ stets willkürlich; wir machen etwa für j(i = ^2 = 
die Annahme 



Alsdann erhält man folgende die Gleichungen (2.) befriedigende, für 
gewisse Werthe der Variablen y convergente Entwickelungen : 

(3.) X, = yi+^i(yi, y-i), x^ = »2+^2(^1, »2), x^ = 5^3(^1, y^, x^ = $4(^1, »2), 

wobei $y Potenzreihen sind, die nur Glieder von mindestens zweiter Dimen- 
sion enthalten. Hieraus erhält mau nach dem oben bemerkten eine Lösung 
der Gleichungen (1.), wenn man setzt 

(4.) »i = «e-'^% ff2 = /?e-'^ 

und demnach eine Lösung der ursprünglichen Bewegungsgleichungen in 
folgender Form: 

x,-x^^2iby^'-ße''^''-\-%{ae''^% ß e-'^')-^^{a 6-'"^'% ße''^'). 

Da nun die rechten Seiten dieser Gleichungen für ^ = +00 unendlich klein 
werden, ohne zu verschwinden, so ist von neuem bewiesen, dass es Be- 
wegungen des Punktes P giebt, bei welchen er sich der Gleichgewichts- 
lage asymptotisch annähert. Doch leisten unsere früheren Entwickelungen 
insofern mehr, als sie das Gebiet @) genauer definiren, von dessen Punkten 
ausgehend man die bezeichneten Bewegungen erhalten kann, und als sie 

auch für ganzzahlige Werthe von ia : 6 gültig sind. Dabei bleibt die Frage 
offen, ob die Formeln (5.) alle Bewegungen darstellen, bei welchen asympto- 
tische Annäherung an die Gleichgewichtslage stattfindet. 

Um nun den Verlauf der durch die Gleichungen (5.) definirten Bahu- 
curven näher zu untersuchen, gehen wir auf die Gleichungen (3.) zurück, 



(5.) 
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\ X^ """ X2 ~"" 1 



aas denen sich ergiebt 

xj-Xi = -^1+^3(^1, y2)-^i(yi, ydi 

y2+%(yi, y2)'-'%(yi, »2). 

Aas diesen Gleichungen kann man yi nnd y2 als Potenzreihen von x^—Xi 
und fiP4— a?2 bestimmen, da die Potenzreihen 5ßi, ..., 5^4 keine linearen 
Glieder enthalten; setzt man die so erhaltenen Ausdrücke für yi und ^2 in 
die Gleichungen (3.) ein, so ergeben sich z. B. x^+Xj und X2+x^ als 
Potenzreihen mit den Argumenten x^—Xi und 0:4— 0^2, sodass man etwa 
setzen kann: 

2 "*^\ 2|/ä ' 2fb )' 2 -^k 2]/ä ' 2fb > 

indem man unter d und CI2 Potenzreihen versteht, welche mit Gliedern 
erster Dimension beginnen. Macht man in diesen fUr willkürliche Werthe 
der Grössen yi und yj geltenden Gleichungen die Substitution (4), so er- 
giebt sich, dass ftlr die durch die Formeln (5.) dargestellten Bewegungen 
die Gleichungen 

(7.) X = £^,{x, y\ y = OaC^r, y) 

bestehen. Dabei schliesst man aus der Definition der Potenzreihen iD leicht, 
dass sie die Form haben 

^i(x, y) = -a?}^a+ ••, CaCa:, y) = —y]^b+"'^ 
indem die weggelassenen Glieder von mindestens zweiter Dimension sind. 

Nun kann man weiter aus der Umkehrung der Gleichungen (6.) 
schliessen, dass für alle hinreichend kleinen Werthe von x^—x^ und x^—x2 
entsprechende Werthe der Grössen y^ und y2 gefunden werden können; setzt 
man daher in den Gleichungen (4.) < = 0, sodass 

yi = «, yz = ß, 

80 sieht man, dass die Constanten a und ß in den Gleichungen (5.) derartig 
bestimmt werden können, dass der Punkt P zur Zeit t = eine beliebig 
gegebene Lage hat innerhalb eines gewissen hinlänglich kleinen Gebietes, 
welches den Punkt umschliesst. Innerhalb dieses Gebietes kann man 
daher x und y als unabhängige Variable betrachten, und nach ihnen die 
Gleichung der lebendigen Kraft diflferentiiren, wenn man in ihr die Werthe 
(7.) einfahrt: 
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Differentiirt mao ferner die Gleichungeu (7.) nach der Zeit, bo folgt 

„ ,, ÖD, , , öa, , t^ ÖD, ^ t^ ÖD, 

^ =^'=^^+-öir^=^''öF+^-ör' 

y -^y- dx '^^ dy ^ ~^' dx +*^ Öy ' 

woraus man mit Berücksichtigung der Gleichungen (8.) schliesst*) 

ÖD, ^ ÖD, 

öy öx 

Es giebt also eine Potenzreihe endlichen Convergenzbereiches von der Form 

(9.) mix, y) = 3t = -i(xVä+yV6)+-, 

für welche die Gleichungen 

- . . ö3(i ^ . . ÖSR 

^i(^, y) = -5— , ^(x, y) = -g^ , 

und zufolge der Gleichung der lebendigen Kraft die Differentialgleichung 

(10.) (^y+(-^)' = 2t^= ox^+bf+- 

bestehen. Die Relationen (7.) lehren dann, dass die unter (5.) definirten 
Bahncurven die orthogonalen Trajectorien der Curven {ft = const. sind. 
Weiss man einmal, dass die Gleichung (10.) durch eine convergente Potenz- 
reihe der Form (9.) befriedigt werden kann, so kann man die Coefficienten 
derselben offenbar sehr leicht berechnen, ohne die Reihen $ und jQ be- 
stimmt zu haben; man braucht nur auf beiden Seiten der Gleichung (10.) 
die Coefficienten entsprechender Glieder zu vergleichen. — Wir formuliren 
die neuen Ergebnisse dieses Paragraphen in folgendem Satze. 

Kann man die reelle Function U in eine convergente Potenzreihe 
der Form 



entwickeln und ist f^a:6— 1 keine positive ganze Zahl, so giebt es eine reelle 
Potenzreihe 91 von endlichem Convergenzbereich und der Form 

weiche der Differentialgleichung 

(#)'+(f-y = 2" 



*) Üarboux, Le^ons sur la theorie generale des surfaces t. II (1889) p. 440. 
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genügt; dabei seien die Quadratwurzeln positiv, die weggelassenen Glieder in 
U und 91 mindestens dritter Dimension in x und y. Die orthogonalen Tra- 
jectorien des Curvensystems 91 = const. sind dann die Bahncureen eines Punktes 
mit den rechtwinkligen Coordinaten x und y, der sich unter der Wirkung einer 
Kraft, deren Potential U ist, bewegt und sich dem Coordinatenanfangspunkt, 
also einer Lage labilen Gleichgewichtes asymptotisch annähert. 

Der geometrische Charakter dieses Bahncurvensystems ist hiemach, 
wie man auch aus den Formeln (5.) ersieht, derselbe wie derjenige der 
orthogonalen Trajectorien eines Systems concentrischer, ähnlicher und ähn- 
lich gelegener Ellipsen. Ist a >> 6, so ist die Richtung jeder dieser Bahn- 
curven schliesslich nahezu diejenige der 9-Axe, also die Richtung, längs 
deren das Potential von aus am schwächsten zunimmt; für a = 6 dagegen 
convergirt in jeder beliebigen Richtung eine der bezeichneten Curven 
gegen den Punkt 0. 

Dorpat, Februar 1895. 
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lieber den Zusammenhang 

zwischen den Fundamentaldeterminanten einer 

linearen Differentialgleichung wter Ordnung 

und ihrer n Adjungirten. 

(Von Herru E. Grünfeld in Nikolsburg.) 



1. 
Ochon lange war bekannt (Jacobi, d. Journ. Bd. 29), dass, wenn 



y'i y'i • • ' y'n 



d. i. die Determinante eines Fandamentalsystems von Lösungen der homo- 
genen linearen Differentialgleichang 

nach den Elementen der letzten Zeile entwickelt wird, die durch diese 
Determinante dividirten Adjuncten, also die Grössen: 

1 dPn 1 dPn 1 dPn 

gleichfalls die Lösungen einer solchen Gleichung sind, welche mit der 
Ld^ra/^^eschen Multiplicatorgleichung von (1.): 

identisch ist, so zwar, dass die Relation stattfindet: 

zP{y)H-^r-^yPM = -^P(y, «), 
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(3.) 



ist. 

In neuerer Zeit aber ist von Herrn J. Cels (Comptes rendus, 15. Juli 
und 8. December 1890 und Annales de Tlficole Normale, 1891) der Nach- 
weis erbracht worden, dass auch, wenn die Determinante D« nach den 
Elementen einer beliebigen Zeile entwickelt wird, die durch dieselbe divi- 
dirten Adjuncten dieser Elemente, also die Grössen: 

r±^ .. - 1 gi>n _ 1 dPn 1 dD. 



(& = 1, 2, . . ., «) einer solchen DiflFerentialgleichung der «ten Ordnung, 
welche Herr Cels die „Adjungirte der Aten Zeile*' nennt, genügen. 

Ausgehend von dem Ausdrucke (3.) zeigt derselbe, dass diese Glei- 
chung erhalten wird, wenn man aus den beiden Gleichungen: 



(5.) 



i(P,-*-.*)+-+(-ir*^, 



« = Pn-ti TT (/'«-t-l») + - •• + (-!)' 



Ö = P-»--xr(P»-i«)+-w:;x(p.-j»)— •+(-!)'■ 



oder, was offenbar dasselbe ist, ans: 



(6.) 



^ = /^-**--^<'^-*-^*)+--+(-l)'*"*-£ä, 



"d^ = -rf^ir:r(;>«-ifc+i«)--rfir:r(;^«-*+2«)+---+(~l/ '(/>««), 

J5, das ist, die Lösung der Gleichung (2.), eliminirt*). 

Im 77. Bande dieses Journals hat Herr Frobenim bewiesen, dass 
zwischen den Lösungen y,, ya, • • ., y« der Gleichung (1.) und den Lösungen 
i5i, J52, • . ., «, von (2.)) d. i. der Adjungirten der i»ten Zeile die Beziehung 
stattfindet: 
(7.) Z)(yi, ^2, ..., y«).^(«,+i, ».+2, ..., O = ^(ffi, ...!(J (« = ". 1,...,— 1), 



*) Es ist interessant zu bemerken, dass infolge der ersten der Gleichungen (5.) 
P(y, i) die bemerkenswerthe Form annimmt: 

WO l/(jb) die Lösung der Adjungirten der /rten Zeile bezeichnet. 
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die insbesondere für x=^0 lautet: 

(7'.) Z)(y„ ..., yn)'D(Zi, ..., O = 1. 

Es bietet sich jetzt, wo das Vorhandensein der Adjungirten auch der 
anderen als der nten Zeile von Z)(yi, ..., y„) erwiesen ist, die Frage dar, 
welches die zu (7.) und (7'.) analogen Beziehungen sind, die zwischen 
jfi, . . ., y^ und den Lösungen tii, «2, . . ., ti« irgend einer dieser Adjungirten 
stattfinden. 

Die Relationen (7.) und (7'.) werden unmittelbar erhalten, wenn man 
die Determinante />(yi, ..., yn) mit />(ax+ii •••7 O beziehungsweise mit 
Z)(ai, ...,0 zeilenweise multiplicirt. Versucht man bei einer der anderen 
Adjungirten in gleicher Weise vorzugehen, so findet man, dass eine Rela- 
tion in geschlossener Form von ähnlicher Art wie die in (7.) nur noch bei 
der Adjungirten der ersten Zeile vorhanden ist und dass ferner die Rela- 
tionen von der Form (7'.), welche die Beziehung zwischen den Determinanten 
Z)(yi, ..., j(0 und Z)(tfi, ..., «ij selbst ausdrücken, bei allen Adjungirten, 
von derjenigen der ersten Zeile wieder abgesehen, auf dem bezeichneten 
Wege nur sehr schwer abgeleitet werden können. Dies hängt damit zu- 
sammen, dass während die Relation (7'.) Oberhaupt frei von jedem Coeffi- 
cienten der Difl^erentialgleichung (1.) ist und, wie sich zeigen wird, die 
analoge Relation für die Adjungirte der ersten Zeile nur einen dieser Coef- 
ficienten enthält, diese Relationen für die übrigen Adjungirten im allgemeinen 
von allen pj,(k=l^ ...^n) abhängig sind. Einfacher aber lassen sich dieselben 
herleiten, wenn man von dem bekannten Satze Gebrauch macht, dass in 
der Gleichung (1.), von einem constanten Factor abgesehen: 

(8.) D(y;, ..., j,0 = e"^'^'' 

und dass ebenso: 

(8'.) /)(fi„ ..., ei.) = e'^'"'' 

ist, wenn qi den Coefficienten von -y^^zr ^^ ^^r Differentialgleichung der 
betreffenden Adjungirten bezeichnet. 

Es werde also zunächst die Adjungirte der ersten Zeile betrachtet. 
Die Lösungen derselben, sind: 






!fi • • • yk-i y*+i ' • • yn 

n ff n ff 

y\ • • • yk—i yk+i • • • yn 



jfi • • • y*— 1 yk+i • • • yn 



(*«=!, 2,...,«) 
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Die Determinante im Zähler ist offenbar: />(yl, ...,yi-i» y*+n •••^yi)» 
and es können daher diese Lösungen geschrieben werden: 

^i-i ^(.yu •••) yi-i) yi+i; •••» y'n) 



(10.) 



u, = (--ly 



^(y,> y». •••> yO 

Aus der Definition derselben ergeben sich die folgenden Gleichungen: 

»1«! +y2tt2 +••• + »««« = 1, 

yl«! +y2tt2 H Vy'n^n = 0, 



(*= 1, ..., I») 



die, wenn 

Saß = y["^«P^+y^''M^^+-+yii"^tii;^^ 

gesetzt wird, kurz so lauten: 

Leicht ergiebt sich aus den Gleichungen (11.) der Satz, dass allgemein 
Saß = ist, wenn a+ß eine der Zahlen 1, 2, . . ., n— 1 ist, und s^ß = (— 1)''«„ü, 
wenn a+ß = n ist. (Vgl. Frobenius, d. J. Bd. 77). 
Bildet man daher das Product 

indem man zeilenweise multiplicirt, so erhält man für dasselbe die Deter- 
minante: 

10 ... 

... 











... 







8 



2^—i 















... 



*n— 3,n— 3 *n— 3,n— 2 Äii_3,n— 1 

*n— 2,n— 3 *n— 2,n— 2 *n— 2,ii— 1 
*fi— l,n— 3 *«— l,n— 2 *n— l,n-l 



*«— 2,2 
^ *«-l,l *n-l,2 

die sich aber auf das Product 

l, — J-y *n-l,l*n— 2,2»»«*2,n-2*l,ii— 1 

reducirt; letzteres aber ist dem obigen Satze zufolge gleich: 

Es ist aber, wie aus den Ausdrücken (9.) für die Uk unmittelbar hervorgeht: 

(12.) y':'u,+y[^^u.,+.^^+y^:H^ = (-ir ^ g.^f ' f " " f ^ 



n— 1 
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i«— 1 



somit ist wegen (_l)("-')(-».(_i)(— )(— = j. 

(13.) Z>(y., y„ . . ., y,).^(«u «., . • ., «n) = \- Df:'i''""^''\ 

Hierzu ist Folgendes zu bemerken: 

Die Coefficienten pi, . . ., p^ der Differentialgleichung (1.) werden 
bekanntlich durch die Lösungen y^^ ..., y^ derselben so ausgedrückt: 



(14) 



Pk = 



(-1)' 



DCvi, ••., y«) 



yi 




»i 




!^- 




y\ 




y'i 




»: 




y'r 


-it-f-i) 


y^r 


*-f-l) 


yi"- 


-*4-l) 


y'r 


-A-l) 


y'r 


-*-i) 


yi"- 


-t-1) 


y\" 




y^ 




y':' 





(*=!,..., n) 



also ist: 



Pn = (-ly 



^(y'n y'a^ •••» yi) 



und die Formel (13.) geht über in die folgende: 

(13'.) D{y,, y,, ..., y„).D(u,, «/,, . . ., n„) = p^', 

die bereits, im Gegensatze zu der in (7'.), einen von den Coefficienten p^ 
enthält und die übrigens nach der zweiten angegebenen Methode mittelst 
(8.) und (8'.) sich sofort ergiebt 

Es ist nämlich die Differentialgleichung der Adjungirten der ersten Zeile: 



(14.) 



Q(M) = 



dx 



j»-i • 1 rfw \ rf»-2 /p, du \ d"-^ / p, ^" ^ _ 

•••+(-ir'-^i+(-i)"« = 0, 



Pn dx 



Pn dx 



Pn dx 



Pn dx 

wie aus den beiden Gleichungen (6.) für /r = 1 hervorgeht. Der Coefficient 



/In— 1|| 

von -r-;—r ^^ dieser Gleichung ist: 



dx 



daher: 



-[p,+(fi-l)^logpJ, 



/[pi+ («-!) -^ »ogPiiJ <*« __ /Pi«'' 



pr\ 



woraus zufolge (8.) die Relation (13'.), abgesehen von einem constanten 
Factor, hervorgeht. 



Grünfeld, über den Zusammenhang zwischen Fundamentaldeterminanten, 333 



Ebenso wie die Relation (7'.) ein specieller Fall derjenigen in (7.) 
ist, so ist aach die in (13.) aus einer allgemeineren ableitbar, die wie folgt 
gefanden wird. 

Mnltiplicirt man die Determinante ^(^i} ^27 •••) 9n) zeilenweise mit 
der Determinante: 



«1 


«2 


• • .• 


«X 




«.+1 


^je4-2 


. . «, 


«: 


U2 


• • • 


«« 




«Ui 


^jt+2 


. . «: 


„(«-.) 


«^'-» 


• • • 


«!'■ 


-1) 


^(»-D 
*»*+i 


**x-»-2 


. . «i'-" 








• • • 







1 





. . 








• • • 










1 


. . 


• • 




■ • • 




• • 

• • • 


• 




• 


• • • 




• « • « 




• • 

. . 1 



welche gleich ist 





«i 


U2 


... «, 




• 








«: 


t 


... u. 


= 


Z)(fi„ 


fl2, . . ., 


««). 




«i'-'^ 


«4*-*^ 


* * * **x 




sich zum 


Producte die Determinante: 






*U) *ül 


• • 


*U,«-1 t/tt 


yx+1 


• ■ • 


y« 


*1U *11 


• • 


*l,x-l t/x 


ffUi 


• • • 


y'n 


*2Ü *2l 


• • 


. «2.K-1 y^P 


y»+i 


• • • 


y':' 


»«- 


1,U *«- 


1,1 • • 


^n— 1,*— 1 y* 


t-1) 


y*+i 


• • • 


yi'-'' 



welche zufolge der Formeln (11.) und des aus diesen abgeleiteten Satzes 
sich reducirt auf: 

woraus mit Rücksicht auf Formel (12.) sich die Beziehung ergiebt: 

^(»n »2, . . ., yn)./>(wi, W2, . . ., O 

die för ^ = 1, . . ., n gilt. 

Für X = 1 ergiebt sich aus derselben die Formel (9.), wenn daselbst 
fr = 1 ist, und für ;f = n die Relation (13.). 
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(15.) 
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Bekanntlich (vgl. Frobenius, d. J. Bd. 77) kann der erste Theil der 
Differentialgleichung (1.) in der Form dargestellt werden: 

nfi^ PCu\ - ^n d Dl^, d d D] d y 

^Ao.; '^KffJ - D^^ ^ DnDn-2 dx'dx D,D, dx D, ' ' 

WO Di=^ D(yi^ '"itfd ist. Aus dieser Darstellung ergiebt sich diejenige in 
Form eines symbolischen Productes (d. J. Bd. 98): 

(17.) P(y) = AA_,...^^,, 

wo 

ist. Ferner kann der erste Theil der Differentialgleichung (2.) in der Form 
geschrieben werden: 

Pr«^ - J>o d J>\ d d Dl., d Dn 

^W J) ^^ J)D^ rf^ ••• rf^ DnDn^2 dx Dn^l ' 

woraus gleichfalls die Darstellung als symbolisches Product folgt: 
wo 

^f dz . d ^ Di 

ist. 

Mit Hülfe der aus (15.) folgenden Formel: 

(15'.) D(u,, fi,, ..., O = J^|n^^^ j,:^„ ..., yl) 

lässt sich nunmehr auch der erste Theil der Adjungirten der ersten Zeile, 
d. i. der Gleichung (14.), in der Form eines symbolischen Productes 
darstellen. 

Zunächst kann dieselbe nämlich in der mit (16.) analogen Form ge- 
schrieben werden: 



(19.) 



/)/^N ^ ^(^n "-y ^n) d D(U,, ..., tl^,i)* d_ 

^^ ^ D(u^, ..., Un-^) dx D(u^, ..., Un)D{u^, ..., nn-2) dx 

d D(u^y d u 



dx D(u,, u,)D,(u) dx D(u,) 

Aus (15'.) ergiebt sich aber: 

^(Mp ", "n ) ^ D(y\, ..., yn) 

und 

/>(«,, ..., ti,)' ^ 0{yUu yU 2y ... , ynY (. = ,,2,...,«-i) 
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Daher verwandelt sich die Gleichung (19.) in: 

nr,is - Z?(y'.. ■ . ., yl.) d DQf,y d Z)(yUi. y^)' d 

^W - 2>(y_^ _,^ y«)0(yi) dx D(y',-r, yl.) dx Z)(y;)I>(y;_j, yi_i, yi) <te *" 

d D(i,\, . . ., y'.)' d D(y'„ . . ., y;)' d J(y., ..., y.) 

(fa Z)(y;, . . ., y;)D(y;, . . ., yi) dx D(y'„ . . ., y'n)D(s\, . . ., y;)«te D(y'„ .... yi) ' 

woraus sich die Darstellung in Form eines symholischen Prodnctes ergiebt: 

^(«) = QnQn-l'-QiQu 

wo 

?• - da: ^^& Z>(y„ ..., yO Z>(y;., ..., y;) C.«i,2,...,n) 

ist. 

Zu derselben symbolischen Darstellung gelangt man auch, wenn man 
gemäss (17.) und (18.) zuerst schreibt: 

Q(u) = -4,^^_i...^2^i(tt), 

^Atl) = -1 "5 — 10g -yTT V- , = 1,...,»«) 

und hierauf zufolge (lö'.) 

z)(tf,, ..., K,) ^ ^Cvu '-^ y») ^(yi--fb -M yi») 

I>(m„ . . ., Ui_i) Z>(y,, . . ., y«) Z>(y;, . . ., yi) 

setzt. 



2. 

Wie ungleich schwieriger es ist, die Beziehung zwischen den Deter- 
minanten D(yij ..., t/n) und /)(«*i, ...,««) bei den übrigen Adjungirten durch 
directe Multiplication ersterer abzuleiten, mag aus einem einfachen Beispiele 
ersehen werden. Zuvor aber bemerke ich noch, dass, wie aus den Aus- 
drücken (14.) für die Coefficienten p* der Gleichung (1.) und aus denjenigen 
für die Lösungen (4.): 17^, . . ., f4» der Adjungirten der Aten Zeile 

TT __ l dPn rr _ 1 _JDn_ 

unmittelbar hervorgeht, zwischen den pi, und diesen Lösungen die folgenden 

43* 
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Beziehungen stattfinden: 






(20.) 



— Pn, 
Pn-U 






(-!)"->., 

(-!)>.. 



Für das erwähnte Beispiel sei n = 3 nnd es werde der Werth des Prodactes 
D(yi, ^2, y^.D(ui, Uj, »3) bestimmt, wenn »1, «2, u^ die Lösungen der Ad- 
jungirten der vorletzten Zeile, die hier mit der zweiten zosammenföUt, 
bezeichnen. 

Für die vorletzte Zeile gilt allgemein, dass 

s.ß = y'^'n?'+-+y'i^'<^' 

gleich Null ist für a-\-ß<C.n—2 und «4-/9 = «— 1, hingegen gleich (— 1/ 
für a+ß = n~2. 

Mit Berücksichtigung dieses Satzes ergiebt sich: 

^^^'^ i = -(yP<+yP«^+y?'^^)—^(y?'n^+y?'».+y?'fh). 

Zufolge (20.) ist aber: 

(22.) »i'^«.+yP'«2+yP'«3 = -P2, 

woraus folgt: 



= — /»2 + 



^(y.. y» y.) 



yi y2 yj 

y?' yf' yP 

y\*' »r^ »r' 



wenn nämlich fij, u^^ u^ durch ihre Werthe ersetzt werden: 



Wi = — 



Z>. 



^2 ^3 



r(2) 



(2) 



W2 = 



Nun ist die Determinante: 



A 



yi Vi 



y?' 



y^ 



(2) 



fl3 = — 



1 



A 



yi »2 



r(2) 



yr y\ 



(2) 



»1 

y?' 



»2 yj 



yi »2 ya 



yi y2 y3 



yi 



(4) 



y2 
y2 



y5 



(2) 



dj; 



y 



(2) 



yi 



(*) 



yP^ 



,/2) 

y2 



yj 



(2) 



r(2) 



(2) 



yv yy y\ 



»(2) 



yr' yi 



(3) 



y?' 



,0) 



yj ' yi 



(3) 
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oder zufolge (20.): 

Also ist: 

(23.) y?^u[+y?^f^+y^'^u', = ^p',+ ^^(p,D,)+p, = -p^p2+p,, 

^ / •>, fix 
weil Dy==e*^ ist. Mit Berücksichtigung von (22.) und (23.) geht die 

Gleichung (21.) über in die folgende: 

(24.) Z)(yi, ya, yz)*D{u^, ifj, «13) = p,p2--p3+P2, 

in welcher alle Coefficienten der Gleichung (1.) fUr « = 3 vorkommen. 

Um nun nach der zweiten angegebenen Methode, d. i. mit Hülfe der 
Gleichungen (8.) und (8'.), den Werth des Productes /)(yi, ..., yn)-0(«n •••?«») 
zu ermitteln, müssen die Gleichungen der Adjungirten in einer hierzu ge- 
eigneten Form aufgestellt werden. Dies geschieht mittelst der Gleichungen 
(6.) in den einzelnen Fällen wie folgt: 

Es sei erstens Ar = 2. 

Die Gleichungen (6.) lauten in diesem Falle: 

(25.) -£i-^(pi»)+^(p.«)— •+(-ir>.-.» = (-1)-*« 

und 

(260 ^ = -^(/'-»)-(P.»)- 

Die erstere Gleichung kann geschrieben werden: 



-4 



*'i(»'-P.a)+-£r(P.*)— •+(-1)"-'/'«-.» = (-1)"-'« 



oder, wenn für «' = -^z- der aus (26.) sich ergebende Werth: 
(27.) ,' = .P=Z:Pi=L,+_!f!l 

^ ^ P»-l Pn-1 

gesetzt wird: 



(28.) 






WO 



Pn — pi-1 



(29.) g. = ^V^-''' 
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ist. Aus (28.) folgt weiter mit Hülfe von (27.): 

wo 

^2 = 9i—z \-9i+P2 

Fn-1 

ist. So fortfahrend verwandelt man die Gleichung (25.) schliesslich in die 
folgende: 



(30.) 






«(2) 






wo ^1 durch (29.) bestimmt und 



Pi.— Pi-i 



(29'.) g, = y.-. ^"^ ^"-^ +yLi+(-l)V. (*==2,....«-2) 

ist. 

Bezeichnet man mit /(«) den ersten Theil der Gleichung (30.), 
schreibt dieselbe also: 

(30.) fiu) = ^,.,Ä 

und differentiirt, so ergiebt sich nach Wegschaffung von ;&' mittelst (27.): 

Durch Elimination von s aus (30.) und (31.) erhält man nunmehr als Glei- 
chung der Adjungirten der zweiten Zeile die folgende: 

dx V*'' pn^l ^^»-^J gn-2 Pn-l 

In derselben ist der Cpefficient von ^-i;=r gleich: 

-[p. + («-2)|4 + ^], 
es ist daher: 

woraus wegen Gleichung (8.) die gesuchte Relation folgt: 
(32.) />(«„ ..., Un)'D(iyi, ..., y.) = ^,_2.p:i?, 
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in welcher die Grösse g^^2 vermittelst (29.) und (29'.) als Function der 
Coefficienten px, . . . , p^ darstellbar ist. 

Es sei ferner ft = 3. 

Die Gleichungen (6.) sind jetzt: 

und : 

Schreibt man die erstere in der Form: 

*'i[«"-(;'.*)'+p.a]-^(;'3«)+-+(-i)"-'(p.-3«) = (-1)"-'« 



nnd ersetzt s" darch den aas (34.) sich ergebenden Werth: 

(35.) i" = P-'-^P«-» .a'- Pn-^-P'n-r+Pn .^^ »^^^ 



(36.) ^(^) + ^(A.»'+*.«)-£^(A'3*)+- = (-1)-^«, 



Pn-2 Pn-2 Pn-2 

SO verwandelt sich dieselbe in: 

WO 

(37.) A. = -P-^l2^-;,., ,^^_( p:-.-p;-.+P, ^^, ) 

Pn— 2 ^ Pn—2 * 

ist Die Gleichung (36.) kann weiter so geschrieben werden: 
oder, wenn a" durch den Werth aus (35.) ersetzt wird: 
wo 

(37'.) ^ = A. P"-»-^P'-' +&;+*., A, = -(ft. p"-^7"-' ±g^-A;+P3) 

Pn— 2 P»-2 

ist. So fortfahrend bringt man schliesslich die Gleichung (33.) auf die Form : 

U(3) 



(38.) 



+(A,_5-f-)+(-l)-'« = -(A,_,a'+Ä,_««), 

Pn—2 ^ 

WO die Grössen A^ k aus (37.) und (37'.) nach einander berechnet werden 



340 Grünfeld, über den Zusammenhang zwischen Fundamentaldeterminanten. 

können. Wird der erste Theil der letzten Gleichung wieder mit f(u) be- 
zeichnet und der Kürze wegen fUr —6^-4? — *n-4 beziehungsweise H, K 
gesetzt, so lautet dieselbe: 

f{u) = Hz'+Ki. 

Diflferentiirt man und setzt für z" den Werth aus (35.), so folgt: 



^ = H,z'+K,z+H 



«(3) 



dx Pn-2 

und hieraus durch abermaliges Differentüren: 



(38.) 



dx* ^ Pn-2 ^ Pn-2 ' 

worin Äi, Äi, Ä2? ^2 in leicht ersichtlicher Weise von den Grössen Hy K 
und den in (35.) vorkommenden Coefficienten p^, p^^j, p„_2 abhangen. 

Durch Elimination von z/ und ss aus den vorstehenden drei Glei- 
chungen ergiebt sich die Gleichung der Adjungirten der dritten Zeile: 

Indem für f{u) der Werth aus (38.) gesetzt wird, erhält man als Coefficienten 
von ■ ^ , den Ausdruck: 

LP.+C« ^^p,., + p,_, -^ hk,-h,k\ 

daher ist in diesem Falle: 
wo 

ist. 

Die vorstehende Methode ist für jedes k anwendbar. Für ä = 4 
z. B. ergiebt sich nach derselben: 

D(ui, ..., u^).D(yi, ..., yO = P^-s-^i, 
wo 
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and Jy Ji Determinanten dritter Ordnung bezeichnen, deren Elemente von 
den pk abhängend eine ähnliche Bedeutung haben wie die Grössen Hi, K^ im 
vorigen Falle. 

Ich will nur noch zeigen, wie diese Methode bei den letzten k = w— 1, 
fi— 2, . . . anzuwenden ist. 

Für * = «— 1 lauten die Gleichungen (6.): 

(39.) -^-P.*+« = 

und: * 

(40.) -£^ = :£i(;'.«)-^(P3»)+-+(-l)-'(p,«). 

Aus (40.) folgt: 

^(.-,) ^ «(-') r («-2)p;-p. ^t,-3) I ("-2).p';-(>.-3)p'.+P. ^r.-4, ) 



(41.) 



Ps 



P. J' 



Aus (39.) folgt durch (n— 3)-malige Differentiation die Gleichung: 

Wird in derselben a'"~*' durch den Werth aus (41.) ersetzt, so verwandelt 
sie sich in die folgende: 

(42.) ^-[p.+ ("-^>''-P' ].c-3)+...+«,(^-3) = 0, 

in welcher der Kürze wegen die Glieder mit z^''~*\ ..., z\ z weggelassen 
sind. Durch Differentiation folgt aus (42.) mit Zuhülfenahme des Werthes 
für fty^^^ aus (41.) die Gleichung: 

(48.) -^-[„ + i!=lM=ll]^+,.^+,.[fc!fc£.]>-..+,.. = 0, 

worin gleichfalls die Glieder mit «^""*^, a^**~*^, . . ., »', a weggelassen sind. 
Mittelst der Gleichung (39.) können aus (42.) und (43.) alle Derivirten 
a("-^>^ a("-*>^ ..., a' weggeschafft werden, so dass diese Gleichungen die 
Form annehmen: 

(42.) -Ä:-^+P^^r:;:^+- = Ä^-«> 



beziehungsweise : 
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worin die Glieder mit ii^*"^^, «^""^^ . . . , a!, u weggelassen sind und K, Ä, 
nur von den p^ abhängige Grössen bedeuten. Durch Elimination von z 
aus (42'.) und (43'.) ergiebt sich nunmehr die Gleichung der Adjungirten 
der (»— l)-ten Zeile in der Form: 

Daher gilt für diese Adjungirte die Beziehung: 

/)(fii, ..., u^).D(yi, ..., y,) = pi'^L, ^ 
wenn 

dx ^ p^ ' K 

gemacht wird. 

Im Falle * = «— 2 wird die erste der Gleichungen (6.) («— 5)-mal 
differentiirt und in der hierdurch entstehenden Gleichung: 

'd^^^^^'l^^^^^P^^'^'^'l^^^ d^^^ "" ^' 

^(«-3) durch seinen aus der zweiten der Gleichungen (6.) resultirenden Werth 
ersetzt, im Uebrigen analog verfahren wie vorhin, wodurch schliesslich 
durch Elimination von js' und « aus drei Gleichungen die Adjungirte der 
(»— 2)-ten Zeile in der Form hervorgeht: 

dx- \r'^ p, ^ AB,^A,BJ dx—i ^ ' 

WO die Ai und ß. nur von den p^ abhängende Grössen bedeuten. Also 
ist jetzt: 

Damit ist gezeigt, wie die der Relation (7'.) analoge für jede Ad- 
jungirte hergeleitet werden kann. 

Nikolsburg am 27. Januar 1895. 
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üeber die bei den linearen homogenen Differential- 
gleichungen auftretende Fundamentalgleichung. 

(Von Herrn M. Hamburger.) 



Im Folgenden soll für eine lineare homogene Differentialgleichung 
in y die za einem geschlossenen Umlauf der unabhängigen Variablen x 
gehörige Fundamentalgleichung in zwei verschiedenen Formen hergestellt 
werden. In der einen treten die Werthe auf, die sämmtliche n Elemente 
eines Fundamentalsystems von Integralen nebst ihren «— 1 ersten Ableitungen 
zu Anfang und zu Ende eines einmaligen Umlaufs in einem Punkte der 
Umkreisungslinie annehmen. In die zweite Form gehen die Werthe ein, 
die ein beliebiges Integral und seine n—l ersten Ableitungen in dem be- 
trachteten Punkte der Reihe nach erhalten, wenn man den Umlauf n-m^l 
hinter einander vollzieht. 

Beschreibt die unabhängige Veränderliche x einer linearen Differen- 
tialgleichung fiter Ordnung in Beziehung auf die abhängige Veränderliche y 
mit eindeutigen Coefficienten eine geschlossene Curve, die mit einem nicht 
singulären Punkt Xa beginnt und endigt und durch keinen der singulären 
Punkte der Differentialgleichung hindurchgeht, so kann man die zu diesem 
Umlauf gehörige Fundamentalgleichung, die bekanntlich von Herrn Fuchs 
zum ersten Mal entwickelt ist, in folgender Weise ableiten. 

Ein Fundamentalsystem von Integralen j/i, j^s, ..., yn Bei durch die 
für a; = a?o angenommenen Werthe 

WO y^^^ = -^4- gesetzt ist, bestimmt. 

Nach erfolgtem Umlaufe mögen yi, . . ., y^ resp. in yi, . . ., y^ über- 
gehen und die obigen Werthe für x = Xo sich in 

9x = *«n yx = *x2, . • ., »i""'^ = *x,n (' = ^'2 n) 

verändern. 
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Das System 

wo CO eine beliebige Constante bedeutet, hat dann für x = a?« die folgenden 
Werthe: 

(at = 1, 2, ..., ») 

Wählt man nun für cü eine Wurzel a>i der Gleichung 

so giebt es n Grössen «i, ..., a„, welche die n Gleichungen 

erfüllen, ohne dass die a sämmtlich verschwinden. Es bestehen also für 
X = o^o die Gleichungen : 

«l(»l -Ö>l»l) +«2(^2 -«^1^2) + ••• + ««(»« -^iVn) = 0, 

«i(yl -tt>i»0 +«2(yi -a>i»0 + ••+«n(yl ~">iyl) = 0, 

ai(yi-">iyi)+«2(y2-tt>iy,)H — f-an(y«~tt>iy„) 

ist also ein Integral, welches selbst nebst seinen w— 1 ersten Ableitungen 
für den nicht singulären Punkt x = a?o verschwindet , ein solches Integral 
muss aber identisch Null sein. Setzt man also 

so erkennt man, dass das Integral u die Eigenschaft hat, bei dem frag- 
lichen Umlauf in 

überzugehen. Die gesuchte Fundamentalgleichung ist demnach 

\bjtX — CÜÖxaI = 0. (Jf, A =1, 2, ..., H) 

Werden die Anfangswerthe a^x so gewählt, dass a», = 1, a^^=^0^ wenn 
x^Xy dann erhält man die Fundamentalgleichung in der FtM^A^schen Gestalt 

6ji— CO b^2 ... 6,^ 

621 622"-^ • • • ^in 



:6„i 6n> . • . Kn — ^ 



= 0. 
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Hieraach bedeutet die Grösse b^x den Endwerth von y^^~^^ nach erfolgtem 
Umlauf in oto, wenn beim Beginn desselben yi*~*^ = 1 und falls x^l 
yi^"^^ = festgesetzt war. 

Herr Schlesinger'^) ist neulich auf einem gänzlich verschiedenen 
Wege zur Fundamentalgleichung gelangt ^ indem er von einem einzigen 
Integral ausgeht und seine durch mehrmalige Umkreisungen entstehenden 
Zweige betrachtet. Auch hier kann man aus der blossen Eenntniss der 
Anfangswerthe des Integrals und seiner «— 1 ersten Ableitungen sowie der 
veränderten Werthe, die sie bei den n-maligen Umläufen der Reihe nach 
in 070 annehmen, die Fundamentalgleichung ableiten. 

Es sei für x = x^ 

Nach einem x-maligen Umlauf, wobei y in O'y übergehe, erhalte man in 
Xo die Werthe 

Es ist dann 

Soy+SiOy+'"+§n^y = u, 

worin ^U9 • • •) Sn Constante bedeuten, ein Integral, welches mit seinen n— 1 
ersten Ableitungen für x^xo die Werthe 

annimmt. 

Bestimmt man nun die ^+1 Constanten S durch die n homogenen 
Gleichungen 

loöOx + fl^lxH h^n«!.« = 0, (» = ü, 1, ...,n-l) 

dann ist u ein Integral, welches für a; = a?u mit seinen »—1 ersten Ablei- 
tungen verschwindet, muss also identisch Null sein. Es ist daher für jedes x: 

y Oy ... d"y 

ö«) öiü • • • önü 



fü»+liöj^+-+f,^j^ 



= 0. 



^),n— 1 öj,n-l • • • ön^— 1 

Es sei nun coi eine Wurzel der algebraischen Gleichung in w 



*) Dieses Journal Bd. 114 S. 143 ff. 
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und in Factoren zerlegt 

80 ist auch, da eO'y = ö«+*y 

mithin ist 

ein Integral von der Eigenschaft, dass 

Demnach lautet die Fundamentalgleichung*) 



= 0, 



So+§i^+'-+L^* 



1 



0) 



. . . CO" 



«urj a 



10 



• • • 



»,•0 



^),ii— 1 ^Un-^l • • • ^n,n- 



= 0, 



wo a^x den Werth von y^^^ nach x-maligem Umlauf oder den Werth von 
O'y^^^ in a?ü bedeutet. 

Zerlegt man f(co) beliebig in zwei Factoren: 

so ist auch 
Ä,J(+fiöy4- •+^n^y = (ik^+liO+" + lxO'X^^y+m,ey+-+m^.xe^-'y) = 0, 

wobei der erste Factor auf der rechten Seite eine symbolische Operation 
bedeutet. Daraus folgt, dass das Integral 

der Gleichung 

l^u+l,eu+'' + lx0^u = 0**) 

genügt. Da somit schon zwischen den l+l Integralen u, 0u, ..., O^u eine 
lineare homogene Relation besteht, so genügt u bereits einer linearen homo- 



*) Vgl. Schlesinger a. a. 0. S. 145. 
♦♦) ebenda S. 146 und 147. 
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genen Gleichung höchstens iter Ordnung, deren Coefficienten (der Coefficient 
von u^^^ = 1 gesetzt) beim betrachteten Umlauf sich nicht ändern. 

Zum Schluss noch folgende Bemerkung: 

Aus der für jedes x gültigen Gleichung 

und den durch ^—1- malige Differentiation aus ihr abgeleiteten folgt: 






• • • 



y'n-toy'n 



yi"-'>-<oj,J-'> . . . j^<-'>-a>yi"-»> 



= 0, 



gültig für jedes x und für ein beliebiges Fandamentalsystem y„ ..., y,. 
Die Fnndamentalgleichaog in dieser Gestalt hat von x abhängige Coeffi- 
cienten; da aber die Wurzeln lo von x unabhängig sind, so mttssen die 
Verhältnisse der Coefficienten von x unabhängig sein, was sich auch direct 
ergiebt, wenn man beachtet, dass 



»x = c„y,+ -+c„y„ 



(«=i. *, ..., "> 



also 



yi—o>yi 
y't-toy\ 



• yn—oty, 

• y'n-o>y'n 



yi 



(»^1) ojmC»— >) 



wyY 



• • • 



'11 



'21 



CO 



yi'-'' 



'12 



C22— ö> 



eoyC«-^) 



• • • 



• • • 



'In 



C2, 



'nl 



'n2 



• • • 



C„n-(0 



yi 
y\ 



yi 



• • • 



• • • 



yn 
y'n 



y\ 



{»-O 



»2 



• • • 



y'r'' 



ist 



Ebenso folgt aus der für jedes x geltenden Gleichung 

lü+liö» + - + l.ö''» = 

und den durch i»— 1-malige Differentiation aus ihr abgeleiteten, sowie der 
Gleichung 

fü+?lCt^ + - + lnÖ>" = 0, 



ä 
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die FnndamentalgleichaDg in der Gestalt 



1 w 


. lO' 


y Oy 


■ . O'y 


y' Oy' 


■ • e-y' 


yln-l) ßyin-l) 


. . ff'y^' 



= 



mit von x abhängigen Coefficienten, deren Verhältniss, da die Wnrzel tu 
von X unabhängig ist, ebenfalls constant sein muss. Der Factor, nach 
dessen Abtrennung die Coefficienten von x unabhängig werden, ist hier 

Oy ... O'-'y 

Oy' ... 0'-'y' 



y 
y' 



yi'-n ßyin-t) O'-^yi—n 

Berlin, April 1895. 
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Nachruf. 



Uie Redaction hat die schmerzliche Pflicht zu erfüllen, des Verlustes 
dreier Mitarbeiter des Journals zn gedenken, welche seit kaum einem Jahre 
der wissenschaftlichen Welt durch den Tod entrissen worden sind. 

Arthur Cayley, geboren am 16. August 1821 in Richmond Surrey, 
war bis zum Jahre 1863 als Barrister at Law thatig, in welchem Jahre 
er zum Saldrian Professor für die reine Mathematik in Cambridge ge- 
wählt wurde. Diese Stellung bekleidete er bis an sein Lebensende. Er 
starb am 26. Januar 1895. 

Es ist uns versagt, hier den Lebenslauf sowie die reiche wissen- 
schaftliche Thätigkeit des berühmten Gelehrten zu schildern , wie es ihm 
vergönnt war in die in unserem Jahrhundert flir die mathematischen Wissen- 
schaften neu errungenen Disciplinen schöpferisch und fördernd einzugreifen. 
In vorzüglicher Weise hat bereits Professor A. R, Forsyth in den Obituary 
Notices of the Proceedings of the Royal Society Vol. 58 das Leben und 
Wirken Caylet/B geschildert (vgl. auch t. VIII of the coUected mathematical 
papers (herausgegeben von Forsyth, woselbst sich auch ein Verzeichniss 
der Vorlesungen befindet, welche Cayley in dem Zeitraum von 1863 bis 
1895 in Cambridge gehalten hat). 

Die mathematischen Schriften Cayleys sind sehr zahlreich, ein grosser 
Theil derselben stammt schon aus der Periode vor 1863, indem während 
der Thätigkeit am Bar die Zeit zwischen der Jurisprudenz und der Mathe- 
matik getheilt war. 

Cayley hat noch bei Lebzeiten eine vollständige Sammlung seiner 
Schriften unternommen, von welcher es ihm vergönnt war die sieben ersten 
Bände zu vollenden. Der weiteren Ausführung dieser Aufgabe hat sich 
in dankenswerther Weise Herr Forsyth unterzogen, aus dessen Händen wir 
jüngst den achten Band empfangen haben. 
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Unser Journal hat ganz besonderen Anlass das Andenken Cayleys 
in hohen Ehren za halten. Vom 29. Bande des Journals an hat er das- 
selbe bis in sein letztes Lebensjahr durch seine unschätzbaren Beiträge 
ausgezeichnet. 



Ludwig Schläfli, geboren- am 15. Januar 1814 zu Burgdorf Canton 
Bern, gestorben am 20. März 1895 als Professor der Mathematik an der 
Universität Bern, bildete ebenfalls eine lange Reihe von Jahren hin- 
durch — vom 43. Bande bis zum 78. — eine Zierde unseres Journals. 
Nachdem er eine Anzahl vorzüglicher Arbeiten aus den Gebieten der 
Geometrie, der Optik, der Astronomie in den Mittheilungen der natur- 
forschenden Gesellschaft zu Bern, und besonders auf die Theorie der 
elliptischen Functionen bezügliche analytische Untersuchungen in Grunert^ 
Archiv veröffentlicht hatte, war das Cre/Zesche Journal die Stätte, an welcher 
er sich durch seine Leistungen in der Algebra, in der Geometrie, in der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen, der Kugelfunctionen und der 
Modulargleichungen sowie in dem Probleme der conformen Abbildung ein 
unvergängliches Denkmal gesetzt hat 



Josef Dienger, geboren am 5. November 1818, von 1850 bis 1868 
Professor der Mathematik und Vorstand der mathematischen Schule am 
Polytechnicum in Karlsruhe, von 1868 bis 1888 Director in der allgemeinen 
Versorgungsanstalt im Grossherzogthum Baden, starb am 27. November 
1894. Ausser zahlreichen Schriften in Grunert^ Archiv, in den Nouvelles 
Annales, im Journal von Tortolini, in den Denkschriften der Königl. Ges. 
d. Wissensch. zu Prag und der Kais. Akademie in Wien, sowie einer Reihe 
von Bttchem zur Einführung in das Studium der Geometrie, der Analysis, 
der Geodäsie, der Mechanik, der elliptischen Functionen, der höheren Glei- 
chungen und der Variationsrechnung, sind von dem in seinem Streben zur 
Förderung der mathematischen Wissenschaften unermüdlichen Gelehrten 
14 Abhandlungen in unserem Journale (von Band 34 bis 46) erschienen. 
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